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RESUMO 
Esta dissertação originou-se da revisão bibliográfica sobre Análise Envoltória de 
Dados (DEA), realizada em 2001, que identificou o desafio científico que tem sido 
construir medidas completas de eficiência técnica, isto é, medidas que se 
caracterizam por apresentarem como resultado um escalar; por indicarem a 
eficiência Pareto-Koopmans; por serem calculadas através de algoritmos 
computacionais já existentes e de amplo conhecimento da comunidade científica e 
empresarial; e, por serem de fácil interpretação para uso gerencial. Medidas DEA 
completas somente apareceram na literatura científica recente. Duas delas 
destacam-se pela originalidade de sua concepção e facilidade de operacionalização: 
a Medida Baseada em Folgas (SBM) e a Medida Ajustada por Amplitude (RAM). 
Nenhum trabalho escrito em português foi encontrado na revisão bibliográfica 
realizada. Esse fato motivou a elaboração desta dissertação, tendo por propósito 
difundir tais medidas e estimular o seu emprego na comunidade empresarial 
brasileira, particularmente naquelas das áreas de educação e saúde. As medidas 
SBM e RAM são descritas e seu emprego é ilustrado com aplicação a um conjunto 
de 33 universidades federais brasileiras, com dados de 1994. 
Palavras-chave: Eficiência Técnica, Medida Completa, DEA
ABSTRACT 
This dissertation rose from a literature review relating to Data Envelopment Analysis, 
executed in 2001, that identified the scientific challenge of building complete 
measures of technical efficiency, that is, measures which present a scalar as a result, 
indicate Pareto-Koopmans' efficiency, can be estimated byexisting computational 
algorithms, and are easily interpreted for general use. Complete DEA Measures only 
appeared in the scientific literature recently. Two of them are highlighted for the 
originality in conception and ease of application: Slack Based Measure (SBM) and 
the Range Adjusted Measure (RAM). ln the literature review process hadn't found 
any work written in Portuguese. This fact was .the motivation for the elaboration of 
this dissertation that aimed to spread such measures and stimulate their use in the 
Brazilian entrepreneurial community, particularly, in the educational and health areas. 
The complete measures are described and their use is illustrated in an application to 
a set of 33 Brazilian Federal Universities, in 1994. 
Keywords: Technical Efficiency; Complete Measure, DEA
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1 |NTnoDuçÃo 
Estudos empíricos sobre produtividade e medidas de desempenho produtivo 
têm sido do interesse de centenas de pesquisadores em todo o mundo há séculos. 
Tais estudos buscam desenvolver técnicas capazes de dar suporte às tomadas de 
decisão na alocação dos recursos disponíveis à organização, de detectar fontes de 
ineficiências produtivas nas alocações realizadas, e de identificar metas eficientes a 
serem adotadas, considerando as restrições existentes. 
A 'produtividade de uma organização é conceito associado às quantidades 
dos insumos empregados para realizar suas atividades e às quantidades de 
produtos gerados por essas organizações. A eficiência técnica refere-se à habilidade 
de evitar desperdícios, gerando tantos produtos quanto os insumos utilizados 
permitem e consumindo as menores quantidades de insumos necessárias para a 
produção. 
Esses dois conceitos são a base para os estudos sobre medidas de eficiência 
técnica que, ao informarem a relação entre os planos de operação executados e os 
melhores planos de operação possíveis, em termos de produtividade, dão suporte 
para o estabelecimento de estratégias gerenciais voltadas para o alcance do melhor 
desempenho produtivo das organizações.
I 
Nas' últimas décadas, avaliações de eficiência técnica dos planos de 
operações de organizações produtivas vêm sendo realizadas em diversas áreas, tais 
como: educação, saúde, transporte e instituições financeiras. No Brasil, atualmente, 
muitos estudos têm sido feitos nos setores de educação e saúde. Entre eles, 
destacam-se as pesquisas com aplicações em cursos de graduação (LAPA e 
NEIVA, 1996); departamentos de ensino universitário (NUNES,1998); instituições de 
ensino superior (MARINHO, RESENDE e FAÇANHA, 1997); universidades federais 
(BELLONI, 2000);'e hospitais (MARINHO E FAÇANHA, 2000; CALVO, 2002). 
De acordo com Lovell (1993), para medir a eficiência técnica de um plano de 
operação observado, é necessário compará-lo com os planos de operação Ótimos, 
que são aqueles planos que levam a organização a operar com a maior 
produtividade possível com as quantidades de insumos disponíveis. 
A medida radial de eficiência técnica, proposta por Farrell (1957), impulsionou 
estudos na busca de uma medida capaz de atender ao conceito de eficiência
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Pareto-Koopmans. Tais estudos deram origem a duas linhas de pensamento 
voltadas ao desenvolvimento de medidas nao-paramétricas de eficiência técnica que 
permitem a avaliação de operações produtivas que empregam múltiplos insumos 
para gerar múltiplos produtos. Ambas as linhas utilizam programação matemática: 
uma delas concentra-se na criação de medidas radiais, enquanto que a outra, de 
medidas não-radiais. Dentre as medida não-radiais está a categoria de medidas 
completas de eficiência técnica, que se caracterizam por possuírem duas 
propriedades, a saber: “ 
P.1) serfunção escalar; 
P.2) avaliar eficiência técnica segundo o critério de eficiência Pareto- 
Koopmans; 
e atender a dois critérios, a saber: 
C.1) utilizar algoritmos já existentes e de fácil manejo computacional; e, 
C.2) fornecer resultados de fácil interpretação no meio gerencial. 
Medidas completas de eficiência técnica têm sido apresentadas na literatura 
nos últimos anos. Duas dessas medidas são tratadas no capítulo cinco desta 
dissertação: 
ø a Medida Baseada em Folgas (SBM)' , proposta por Tone (2001) ; e, 
ø a Medida Ajustada por Amplitude (RAM)2 , apresentada por Cooper, 
Park e Pastor (1999).
' 
Essas medidas são descritas com a finalidade de mostrar que satisfazem às 
propriedades e critérios de uma medida completa, e aplicadas a 33 universidades 
federais brasileiras para ilustrar seu emprego. 
1 SBM, de Slack Based Measure. 
2 RAM, de Range Adjusted Measure.
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1.1 A Pesquisa 
Esta dissertação é resultado de uma pesquisa que tem como objetivo 
identificar e descrever medidas completas de eficiência técnica. Tal pesquisa é do 
tipo bibliográfica e de natureza descritiva e exploratória, tendo sido realizada com a 
execução das seguintes atividades: 
i) revisão bibliográfica sobre medidas de eficiência técnica; 
ii) seleção de um elenco de medidas completas para serem tratadas 
detalhadamente; 
iii) ilustração empírica do emprego das medidas completas selecionadas. 
A relevância da dissertação, por um lado, prende-se ao fato de ela constituir- 
se em um referencial teórico atualizado, escrito em português, que historia a 
evolução das medidas de eficiência técnica e que, em particular, descreve medidas 
completas de eficiência técnica, com ilustração de sua aplicação em contextos 
produtivos que consomem múltiplos insumos na geração de múltiplos produtos. Por 
outro lado, esta dissertação amplia o debate sobre medidas completas de eficiência 
técnica e seu uso no meio gerencial, por se tratarem de medidas recentemente 
apresentadas. Esse debate oferece subsídios para análise das vantagens e 
desvantagens na escolha e no uso das diferentes medidas de eficiência técnica. 
As principais limitações da pesquisa são de natureza temporal, documental 
bibliográfica e empírica: o tempo disponível para a conclusão do curso de mestrado 
limitou a revisão bibliográfica a estar concluída no final de 2001; a revisão 
documental concentrou-se no triênio 1999-2001; a pesquisa bibliográfica 
concentrou-se nas principais revistas especializadas em produtividade, eficiência 
técnica e DEA, publicadas em inglês; e, finalmente, a aplicação foi restrita à 
tecnologia produtiva adotada por Belloni (2000), a fim de possibilitar a ilustração 
comparativa do desempenho das medidas completas descritas nesta dissertaçao e 
da medida de eficiência aplicada por esse pesquisador.
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~ 1.2 Definiçoes 
Esta seção descreve os principais termos utilizados nesta dissertação. 
PLANO DE OPERAÇÃO: associação de quantidades de insumos e quantidades de
~ produtos envolvidos em uma operaçao produtiva. 
PLANO DE OPERAÇÃO VIÁVEL: plano de operação cujas quantidades de produtos 
podem ser geradas com as quantidades de insumos disponíveis. 
TECNOLOGIA DE PRODUÇAO: é o conjunto de todos os planos de operações 
viáveis. 
PRODUTIVIDADE: medida de desempenho produtivo de um plano de operaçao que 
compara a produção com o consumo. 
EFICIÊNCIA PRODUTIVA: habilidade de escolher o plano de operação viável cuja 
produtividade é a maior dentre os planos de operação viáveis, sendo essa 
produtividade medida, em geral, em termos dos preços de mercado dos insumos e 
dos produtos. A
_ 
Ei=iciÊNciA TÉCNICA: habilidade de evitar deeperdieide, gerendd iamos prdduide 
quanto os insumos utilizados permitem e consumindo as menores quantidades de 
insumos necessárias para a produção. 
MEDIDA DE (lN)EFIClÊNClA PRODUTIVA DO PLANO DE OPERAÇÃO: é a razão 
entre a produtividade desse plano e a maior produtividade entre os planos de 
operação viáveis. 
iviEDiDA DE (iN)EFiciÊNciA TÉCNICA Do PLANO DE oPERAçÃoz é d 
componente da medida de (in)eficiência produtiva que reflete a inabilidade de evitar 
desperdício na geração de tantos produtos quanto os insumos utilizados permitem e
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na utilização das menores quantidades de insumos capazes de gerar a produção 
desejada. 
MEDIDA DE (IN)EFIClÊNClA ALOCATIVA DO PLANO DE OPERAÇÃO: 
componente da medida de (in)eficiência produtiva que reflete a inabilidade de 
escolher o plano de operação tecnicamente eficiente mais adequado aos preços de 
mercado de insumos e de produtos. 
MEDIDA DE (|N)Ei=|c|ÊNciA DE EscALA Do P|_ANo DE oPERAçÃo [u°;×°1z 
componente da medida de (in)eficiência produtiva que reflete a impossibilidade de 
executar o plano de operação de maior produtividade dentre os planos de operação 
viáveis, e manter a escala de operação do plano [U°;X°]. 
MEDIDA DE (|N)EFic|ÊNc|A DE eEsTÃo Do PLANO DE oPERAçÃoz 
componente da medida de (in)eficiência produtiva resultante da diferença entre a 
ineficiência técnica e de escala. 
CONCEITO PARETO-KOOPMANS DE EFICIÊNCIA TÉCNICA: o plano de operação 
[U°;X°] é eficiente Pareto-Koopmans se a organização não pode aumentar a 
quantidade gerada de qualquer produto sem uma redução da quantidade gerada de 
pelo menos um outro produto ou sem aumentar a quantidade consumida de pelo 
menos um insumo; bem como se ela não pode reduzir a quantidade consumida de 
qualquer insumo sem aumentar a quantidade consumida de pelo menos outro 
insumo ou sem reduzir a quantidade gerada de pelo menos um produto. 
MEDIDA COMPLETA DE EFICIÊNCIA TÉCNICA: medida de eficiência técnica que 
gera um escalar como resultado, que avalia a eficiência técnica segundo o conceito 
Pareto-Koopmans, que é de fácil manipulação computacional e de fácil interpretação 
no meio gerencial.
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1.3 Estrutura da Dissertação 
Neste capítulo introdutório são abordadas noções econômicas básicas 
associadas à eficiência técnica, bem como descritas as propriedades e critérios para 
uma medida de eficiência técnica ser considerada completa. Também são 
explicitados os objetivos, a relevância e as principais limitações da pesquisa, e uma 
lista dos principais termos usados na dissertaçao. 
Uma breve revisão da literatura sobre produtividade e eficiência é 
apresentada no capítulo dois, que também expõe a evolução dos estudos sobre 
medidas de eficiência técnica e o conceito Pareto-Koopmans de eficiência técnica. 
O capítulo três trata de tecnologia produtiva, com destaque às características 
e 'propriedades de maior interesse para esta dissertação. O capítulo seguinte 
descreve as propriedades desejáveis a uma medida de eficiência técnica e as 
medidas radiais e nao-radiais mais tradicionais. 
As medidas completas de eficiência técnica SBM e RAM, suas propriedades, 
critérios e problemas matemáticos são discutidos no capítulo cinco. Uma aplicação 
ilustrativa dessas ímedidas a um banco de dados de universidades federais 
brasileiras é apresentada no capítulo seguinte. . 
Esta dissertação termina com o capítulo sete que apresenta considerações 
finais e recomendações para continuidade da pesquisa.
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2 PRODUTIVIDADE E EFICIÊNCIA 
Este capítulo contempla uma breve revisão de literatura sobre produtividade e 
eficiência técnica; descreve a evolução dos estudos sobre medidas de eficiência 
técnica e apresenta o conceito de eficiência Pareto-Koopmans. 
A comparação da produtividade entre organizações do mesmo ramo de 
atividades gera medidas relativas de suas ineficiências. Esse tipo de avaliação 
geralmente considera fatores internos, como o porte e a localização geográfica da 
organização, a sazonalidade dos insumos e dos produtos, bem como as influências 
do ambiente externo.
. 
A produtividade varia conforme as diferenças nas tecnologias de produção 
disponíveis às organizações, na eficiência do plano de operação obsen/ado, e no 
ambiente em que ocorre a produção. A análise desses fatores leva à identificação de 
possíveis fontes de ineficiência técnica, bem como a alternativas que possibilitam o 
aumento da produtividade (LOVELL, 1993). 
Tecnologia de produção é o conjunto de todos os planos de operações 
viáveis, os quais expressam relações que associam quantidades de insumos a 
quantidades de produtos através dos vários processos produtivos disponíveis à 
organização. Todavia, há organizações que, apesar de possuírem a mesma 
tecnologia, apresentam variações nos seus níveis de produtividade devido a 
diferenciais em suas habilidades de converter insumos em produtos. O capítulo três 
apresenta definições, axiomas e propriedades inerentes às tecnologias de produção, 
essenciais a esta dissertação. - 
É comum, em avaliações de desempenho produtivo, o uso de termos como 
“mais ou menos eficiente” ou “mais ou menos produtiva” relacionados às 
organizações avaliadas. Nesse caso, para uma melhor interpretação dos resultados 
do estudo da avaliação de desempenho, é importante apresentar uma breve 
discussão sobre os conceitos de produtividade e eficiências. 
Na Teoria Econômica, a medida de desempenho mais tradicional é a 
produtividade, que compara a produção com o consumo. Dado o esperado 
comportamento otimizador da organização, essa medida indica que quanto maior a 
3 Um estudo mais detalhado sobre a relação eficiência versus produtividade pode ser encontrado em 
Coelli, Rao e Batese (1998). V'
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produtividade, melhor o desempenho produtivo, como ocorre quando essa medida, 
ao ser usada na avaliação de desempenho de trabalhadores, aparece na forma de 
“vendas por hora trabalhada” ou “lucro por trabalhador empregado”.
V 
Essa forma simples de medir produtividade, que compara um único produto 
com um único insumo, é chamada convencionalmente de produtividade parcial por 
não considerar todos os fatores de produção. Todavia, essa forma não é bem aceita 
na área empresarial, uma vez que ela leva a uma interpretação incorreta por atribuir 
a um insumo o acréscimo produtivo que pode ter sido gerado por outro insumo não 
incluído na análise (COOPER, SEIFORD e TONE, 2000). 
Tal deficiência da produtividade parcial é eliminada com a produtividade total 
dos fatores, uma medida que considera todos os insumos e todos os produtos e que 
corresponde à razão entre uma soma ponderada das quantidades de produtos 
geradas e uma soma ponderada das quantidades de insumos consumidas. Todavia, 
surgem problemas não somente quanto aos critérios de escolha de quais insumos e 
produtos devam ser incluídos na avaliação da produtividade total dos fatores, mas 
principalmente, quanto aos pesos a empregar no processo de agregação. 
Sobre esses dois problemas, Knight (1933, apud LOVELL, 1993, p. 4) mostra 
que, se todos os produtos e insumos envolvidos na produção fossem incluídos na 
medida de produtividade total dos fatores, essa medida seria sempre igual a 1, 
quaisquer que fossem as quantidades de produtos gerados e de insumos 
consumidos (desde que algumas delas sejam diferentes de zero). Diante disso, 
Knight propõe a redefinição de produtividade total. dos fatores como a razão entre a 
produção útil e o consumo útil, como mostra a equação (2.1), na qual os preços 
virtuais da agregação um e vn representam, respectivamente, as utilidades dos 
produtos e dos insumos relevantes para a organização. 
Pl? = Zumum/zvnxn (2.1) 
onde: i 
um 20 - quantidade gerada do produto _m, com Xum >O 
xn`2O - quantidade consumida do insumo Q, com Exn >O 
um >O - utilidade do produto m na composição da produção útil; 
vn >O - utilidade do insumo Q na composição do consumo útil.
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Knight sugere que, na prática, os preços virtuais um e vn sejam 
representados pelos respectivos preços de mercado. Porém, há dificuldades no 
emprego de (2.1) para medir a produtividade total dos fatores quando o preço de 
algum produto ou insumo útil não existe ou não é confiável. 
Quanto à eficiência técnica, sua definição original diz respeito à comparação 
entre a produtividade do plano de operação executado por uma organização e a 
máxima produtividade que essa organização pode alcançar. Para operações que 
envolvem o emprego de múltiplos insumos na geração de múltiplos produtos, a 
definição atual de eficiência tem origem nos trabalhos de Vilfredo Pareto, que propõe 
o bem-estar geral como critério para o julgamento de qualquer política social. 
Partindo do critério de utilidade, Pareto defendeu que uma política social deveria ser 
adotada se causasse alguma melhoria ao bem-estar de um indivíduo, sem reduzir o 
bem-estar de algum outro indivíduo. 
Koopmans (1951) adota essa concepção de Pareto em seus estudos sobre 
eficiência na alocação de recursos produtivos quando define o conceito de eficiência 
técnica do plano de operação executado por uma organização como a condição em 
que a organização não pode aumentar a quantidade gerada de qualquer produto 
sem uma redução da quantidade gerada de pelo menos um outro produto ou sem 
aumentar a quantidade consumida de pelo menos um insumo, nem pode reduzir a 
quantidade consumida de qualquer insumo sem aumentar a quantidade consumida 
de pelo menos outro insumo ou sem reduzir a quantidade gerada de pelo menos um 
produto. No entanto, cabe anotar que os estudos de Pareto e Koopmans 
concentraram-se mais nos aspectos conceituais do que empíricos em torno da 
medição de eficiência4. 
A análise da eficiência de uma organização pública ou privada, de fins 
lucrativos ou não, pode ser feita sob dois pontos de vista: da eficiência alocativa e da 
eficiência técnica. A eficiência técnica refere-se à habilidade de evitar o desperdício 
na geração de tantos produtos quanto os insumos utilizados permitirem ou na 
mínima utilização dos insumos necessários para a produção. Como a análise da 
eficiência técnica exclui o fator preço, costuma-se, no meio gerencial, atribuir a 
ineficiência técnica detectada integralmente ao gestor que escolheu o plano de 
operação observado, e não ao mercado. A eficiência alocativa, por sua vez, refere- 
4 Nesta dissertação, o conceito apresentado por Koopmans é tratado como “eficiência Pareto- 
Koopmans”
E 
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se à habilidade da organização selecionar o plano de operação tecnicamente 
eficiente, de maior produtividade possível, considerando, como utilidade, os preços 
de mercado dos insumos e dos produtos envolvidos na operação produtiva. 
A avaliação da eficiência técnica pode ser orientada para o crescimento da 
produção, para a economia de recursos ou para alguma combinação desses dois 
objetivos. Em todos os casos, o objetivo é obter ganhos de produtividade através da 
eliminação das fontes de ineficiência. 
Debreu (1951) estabelece a primeira medida empírica de eficiência técnica 
moderna ao conceituar o seu “coeficiente de utilização de recursos": uma medida 
radial, orientada para o uso de insumos que calcula a maior redução 
equiproporcional que pode ser dada aos insumos, sem reduzir as quantidades 
geradas de produtos. Entretanto, essa não é uma medida completa, pois, mesmo 
~ 
I
~ após a máxima contraçao equiproporciona do consumo, pode ser que a operaçao 
produtiva ainda continue com excesso de algum insumo além do mínimo necessário 
para a produção gerada. Dessa forma, um plano de operação pode ser considerado 
eficiente no consumo, com base na medida radial de Debreu, quando ele é 
realmente ineficiente de acordo com o conceito Pareto-Koopmans, pois nele há 
algum insumo em excesso. 
A medida radial de eficiência técnica proposta por Debreu também pode ser 
analisada seguindo de peito o conceito de função distância de Shephard (1953), que 
mede a distância radial do plano de operação obsen/ado à fronteira de eficiência da 
produção. De acordo com esse conceito, é zero a distância de um plano eficiente a 
essa fronteira, enquanto que a distância de todo plano ineficiente é positiva; além 
disso, quanto maior a distância, maior a ineficiência do plano correspondente. r 
Em qualquer caso, as medidas de eficiência técnica apresentadas nas últimas 
décadas comparam a produtividade observada com a produtividade máxima, 
quando consideradas sob o conceito de Knight, expresso na equação (2.1). 
Até a primeira' metade do século XX, a Teoria Econômica concentrava seus 
estudos nas organizações “racionais", cujos planos de operação faziam parte da 
fronteira de produção eficiente; assim, os estudos não abordavam a ineficiência e 
suas causas, pois todos os planos de operação observados eram considerados 
eficientes. Entretanto, o conceito de função distância de Shephard e a medida radial 
de Debreu fizeram com que a Teoria Econômica começasse a interpretar a função 
de produção, não apenas como uma relação eficiente entre quantidades de insumos
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e produtos, mas como uma fronteira de eficiência da tecnologia produtiva. A partir 
dessa época, a tecnologia produtiva passou a ser considerada um conjunto 
composto de dois tipos de planos de operação viáveis: os planos eficientes, 
definidos pela função de produção e que formam a fronteira de eficiência da 
tecnologia de produção, e os demais planos de operação viáveis, obviamente 
ineficientes, que formam o interior da tecnologia.
_ 
Inspirado nos trabalhos de Debreu e Koopmans, Farrell (1957) mostra que o 
“coeficiente de utilização de recursos” de Debreu poderia ser aplicado com o objetivo 
de avaliar a eficiência do setor agrícola dos Estados Unidos, construindo, para esse 
setor, uma fronteira de eficiênciaempírica, sem estabelecer, a priori, a sua forma 
funcional, uma exigência dos métodos paramétricos tradicionais. 
Farrell (1957) define uma medida de eficiência produtivas e mostra como 
decompô-Ia em seus componentes técnico e alocativo. A medida de Farrell, como a 
de Debreu, é radial e voltada para o consumo, pois busca calcular a máxima 
contração equiproporcional possível de todos os insumos, mantendo-se inalterada a 
produção observada. Nessa medida, um escore unitário indica que o plano de 
operação observado é eficiente do ponto de vista técnico, pois não é possível 
nenhuma redução equiproporcional de insumos 'sem redução paralela da produção, 
enquanto que um escore menor que 1 indica o grau de ineficiência desse plano, isto 
é, a proporção entre a produtividade do plano executado e a produtividade máxima 
que a organização pode alcançar. 
A medida de Farrell pode ser transformada facilmente para calcular a máxima 
expansão equiproporcional da produção, mantendo inalterado o consumo 
observado. Também nesse caso um escore igual a 1 indica que o plano de operação 
observado é eficiente, enquanto que um escore maior que 1 indica que o plano 
observado é ineficiente, pois a organização poderia expandir sua produção e operar 
com uma produtividade maior. 
De acordo com Førsund e Sarafoglou (2000), a contribuição de Farrell foi 
pioneira em três aspectos, pois sua medida permite: (1) avaliar a eficiência técnica 
por meio de uma contraçao radial uniforme; (2) construir uma fronteira de eficiência
~ técnica linear por partes, que envelopa os planos de operaçao observados, de forma 
altamente conservadora, visto que essa fronteira empírica fica o mais próximo 
5 Também chamada de eficiência de custo. Nesta dissertação, como em grande parte da literatura, 
ela será chamada de medida de eficiência Debreu-Farrell.
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possível das observações; e (3) calcular tal fronteira usando sistemas de equações 
lineares. V 
Os resultados dos estudos de Farrell contribuíram para o desenvolvimento de 
métodos paramétricos e não-paramétricos de estimação de fronteiras de produção. 
Aigner e Chu (1968) propõem o uso da função de Cobb-Douglas como padrão para 
estimação da fronteira de eficiência. Essa proposta foi a primeira forma paramétrica 
alternativa às estimações de funções médias de produção por meio de econometria. 
Richmond (1974) também utiliza econometria para desenvolver o método de 
estimação de fronteiras paramétricas de eficiência chamado Mínimos Quadrados 
Ordinários Corrigidos (COLS)6. 
Partindo da preocupação de Farrell sobre certos problemas estatísticos da 
sua medida de eficiência, Afriat (1972) desenvolve um procedimento paramétrico 
para a estimação de fronteiras estocásticas. Nesse procedimento, a distância entre o 
plano de operação considerado ineficiente e a fronteira de produção é decomposta 
em dois elementos, um que representa o ruído estatístico, fruto de oscilações 
aleatórias, e outro, que representa a própria ineficiência do plano. As medidas 
paramétricas determinísticas e estocásticas são restritas aos sistemas produtivos de 
um único produto, enquanto que as medidas não-paramétricas determinísticas são 
adequadas a sistemas produtivos de múltiplos produtos emúltiplos insumos. Com o 
objetivo de estudar processos tecnológicos mais complexos, esta dissertação 
contempla somente as medidas não-paramétricas determinística_s. 
A maioria dos estudos baseados na idéia original de Farrell tem como objetivo 
aprimorar a sua medida de eficiência, através de diferentes meios, a fim de chegar a 
uma medida adequada ao conceito de eficiência Pareto-Koopmans, uma vez que um 
plano de operação pode ser considerado eficiente segundo a medida de eficiência 
Debreu-Farrell sem ser eficiente segundo o conceito Pareto-Koopmans7. 
O problema teórico da medida de eficiência Debreu-Farrell é mostrado na 
Ilustração 2.1, que possibilita analisar eficiência técnica orientada para a diminuição 
do consumo em operações que geram um único produtos. Nessa ilustração, os 
produtores A, B, C, D e E geram uma unidade de um único produto empregando 
6 Do inglês Corrected Ordinary Least Squares 
7 Todavia, todo plano de operação observado Pareto-Koopmans eficiente é corretamente considerado 
eficiente quando avaliado pela medida Debreu-Farrell. 
8 Essa análise supõe que a tecnologia produtiva exibe retorno de escala constante e descarte forte de 
insumos e produtos, nos termos definidos com maior precisão no capítulo três e adotados na maioria 
dos livros sobre eficiência produtiva.
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dois insumos com quantidades X1 e xz. O conjunto L é formado por todos os planos 
de operação viáveis, isto é, das combinações de quantidades de insumos [ X1; xz ] 
capazes de gerar uma unidade do produto. A linha IsoqL que limita esse conjunto a 
sudoeste, é chamada isoquanta, sendo formada por todos os planos de operações 
capazes de gerar uma unidade de produto empregando as menores quantidades de 
insumos, para cada proporção de insumo x1:x2. O segmento CD da isoquanta é 
especial, pois seus planos de operação têm uma característica específica: a 
diminuição da quantidade de qualquer insumo inviabiliza a geração de uma unidade 
do produto, quer quando a quantidade do outro insumo é reduzida, quer quando 
permanece inalterada. Por essa razão, o segmento CD é chamado fronteira de 
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Ilustração 2.1: Eficiência técnica 
Observe-se, nessa ilustração, que a medida de eficiência Debreu-Farrell é 
inadequada para verificar se um plano de operação observado é eficiente segundo o 
conceito Pareto-Koopmans, pois: 
i) os planos de operação A e B são ineficientes tecnicamente, pois há planos 
de operação que geram uma unidade de produto consumindo menores 
quantidades de insumos;
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ii) uma redução equiproporcional das quantidades dos insumos identifica 
como metas eficientes os planos A' e B' da isoquanta, que são 
considerados eficientes de acordo com a medida Debreu-Farrell; 
iii) desses dois planos, somente A' é eficiente de acordo com o conceito 
Pareto-Koopmans, pois ele está na fronteira de eficiência CD enquanto 
que B' não está; vê-se claramente que o plano B”, relativamente ao plano 
C, consome o insumo xzem maior quantidade do que o necessário para 
gerar uma unidade do produto; ` 
iv) os planos de operação C, D e E são identificados como eficientes quando 
avaliados como a medida Debreu-Farrell, por pertencerem à isoquanta; 
v) todavia, somente os planos de operação C e D são eficientes de acordo 
com o conceito Pareto-Koopmans, pois apenas estes pertencem à 
fronteira de eficiência técnica CD; 
vi) claramente, o plano E não é eficiente de acordo com o conceito Pareto- 
Koopmans, apesar de ter sido identificado como eficiente pela medida 
Debreu-Farrell, uma vez que esse plano consome o insumo x1 em 
excesso, quando comparado com o plano D.
~ Por conseguinte, a medida Debreu-Farrell nao é completa, pois ela não reflete 
todas as ineficiências técnicas dos planos de operação observados, apesar de 
atender a uma das propriedades e aos dois critérios exigidos para uma medida de 
eficiência técnica ser considerada completa, pois ela: (1) gera um resultado escalar; 
(2) pode ser calculada pelo algoritmo Simplex; e, (3) tem uma fácil interpretação 
gerencial, por indicar a maior contração equiproporcional que o consumo pode ter 
sem que a produção seja prejudicada. 
Além disso, a medida Debreu-Farrell original apresenta outras três 
deficiências: (1) aplica-se somente a tecnologias com retorno de escala constante e 
descarte forte de insumo e produto; (2) não permite lidar simultaneamente com 
múltiplos produtos e múltiplos insumos; e, (3) as ineficiências do consumo e da 
produção só podem ser avaliadas separadamente. 
Todavia, a medida de eficiência técnica Debreu-Farrell deu origem à maioria 
dos estudos sobre medidas de eficiência não-paramétricas realizados até hoje. Os 
esforços que os pesquisadores vêm desenvolvendo desde 1957 para eliminaçao das 
deficiências dessa medida deram origem à abordagem Análise Envoltória de Dados
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(DEA)9, que estuda-a produtividade e a eficiência técnica de organizações que 
empregam múltiplos insumos para gerar múltiplos produtos. 
No final da década de 70 já estavam consolidadas duas linhas de pesquisa 
que empregam programação matemática para construir fronteiras não-paramétricas 
de eficiência técnica: 
o uma, originária do trabalho de Charnes, Cooper e Rhodes (1978), que 
estuda medidas radiais e que introduziu o termo Análise Envoltória de 
Dados na literatura científica, e, 
ø outra, orientada pelo trabalho de Färe e Lovell (1978), que estuda medidas 
não-radiais, a partir da medida denominada Russell. 
Apesar de aparentemente conflitantes, essas duas linhas desenvolveram-se 
de forma complementar e congruente na busca de medidas completas de eficiência 
técnica.
H 
Charnes, Cooper e Rhodes (1979) aprimoram as medidas radiais baseadas 
na medida de eficiência Debreu-Farrell impondo restrições aos preços virtuais no 
emprego de (2.1) para calcular a produtividade. Embora essa modificação permita 
atender ao conceito Pareto-Koopmans de eficiência, os escores de eficiência obtidos 
não oferecem uma interpretação gerencial direta. 
Färe, Grosskopf e Lovell (1985) corrigem a falha da medida Russell de não 
considerar todas as ineficiências técnicas do plano de operação obsen/ado, 
apresentando uma nova medida não-radial chamada medida Russell Grafo, que 
permite a avaliação conjunta de todas as ineficiências do consumo e da produção da 
operação produtiva observada. Embora a medida Russell Grafo avalie a eficiência 
Pareto-Koopmans, ela é de difícil cálculo e o escore de eficiência obtido não é de
~ interpretaçao direta.
. 
Outra medida não-radial adequada a tecnologias produtivas complexas e que 
permite a avaliação conjunta de todas as ineficiências do consumo e da produção é 
a medida Aditiva apresentada por Charnes et al (1985). Trata-se de uma medida de 
fácil cálculo, baseada em excessos no consumo e folgas na produção, mas que 
também não fornece um resultado adequado à tomada de decisão e interpretação 
no meio gerencial. 
9 Do inglês Data Enve/opment Analysis
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O processo de aprimoramento das medidas de eficiência técnica é constante. 
Uma versão recente da medida não-radial Russell Grafo, apresentada por Pastor, 
Ruiz e Sin/ent (1999), resolve grande parte das dificuldades computacionais 
existentes no seu cálculo e na interpretação do resultado da medida Russell Grafo. 
_ Uma revisão mais detalhada das medidas de eficiência técnica acima 
mencionadas é apresentada no capítulo quatro desta dissertaçao. Todavia, essas 
medidas não são completas.
_ 
Nos últimos anos do século XX apareceram na literatura científica as 
primeiras propostas de medidas completas de eficiência técnica. Duas delas, a 
medida SBM e a medida RAM são aperfeiçoamentos das medidas tradicionais 
tratadas no capítulo quatro. As medidas SBM e RAM são objeto desta dissertação e 
estäo detalhadas separadamente no capítulo cinco. O tratamento dessas medidas 
requer a apresentação dos conjuntos da tecnologia produtiva, suas propriedades e 
axiomas, descritos no capítulo que segue. -
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3 TECNOLOGIA PRODUTIVA 
Este capítulo aborda as características e propriedades da tecnologia produtiva 
que são de maior interesse para esta dissertação. 
O conceito seminal da Teoria da Produção” é o plano de operação, que 
corresponde a uma associação das quantidades de insumos disponíveis com as 
quantidades de produtos desejadas. Um plano de operação é denominado viável, do 
ponto de vista produtivo, quando as quantidades de produtos desejadas podem ser 
geradas com as quantidades de insumos disponíveis. O conjunto de todos os planos 
de operação viáveis chama-se tecnologia produtiva. 
Em geral, todo produtor não conhece a tecnologia produtiva com que opera, 
pois, na prática, ele só conhece aqueles planos de operação que foram obsen/ados, 
posto que eles foram realmente executados. Por essa razão, os estudos sobre 
produtividade e eficiência produtiva costumam empregar tecnologias empíricas como 
aproximações das tecnologias reais. Essas tecnologias empíricas são representadas 
por modelos matemáticos construídos a partir de planos de operação obsen/ados. 
Considere um produtor que usa N tipos de insumos para gerar M tipos de 
produtos. Represente-se cada plano de operação da tecnologia desse produtor pelo 
vetor [ U;X ] , no qual U = [ umje SKY é o sub-vetor que expressa as quantidades de 
produtos que o produtor deseja gerar com as quantidades disponíveis de insumos, 
representadas no sub-vetor X=[ xn ] e ÉKÊ. 
Três são as formas matemáticas de representaruma tecnologia produtiva, a 
partir dos planos de operação viáveis [ U;X] : 
ø O conjunto de consumo L(U), cujos componentes X=[ xnje ERÍ geram a 
produção U e Esse conjunto é descrito por: 
L(U) = { X | [ U;X ] é um plano de operação viável } V Ue 
1° Varian (1992) é referência completa para o estudo de Teoria da Produção.
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0 O conjunto da produção P(X), cujos componentes U=[um]e âif' são 
eráveis com o consumo X e SK". Esse con`unto é descrito or: + P 
P(X) = { U I [ U;X ] é um plano de operação viável } V Xe EKÉ. 
0 O grafo da tecnologia GT, cujos componentes [ U;X ] são planos de 
operação viáveis. Esse conjunto é descrito por: 
GT = { [ U;X] I [ U;X ] é um plano de operação viável } V [ U; X] e 9iÍ*"" 
É fácil provar que [U;X]e GT <=> U e P(X) <=> X e L(U). 
Apesar de serem alternativos para representarem tecnologias produtivas, 
esses três conjuntos são empregados para estudar diferentes tipos de problemas. 
Por exemplo, 
0 O conjunto de consumo L(U) é mais adequado para escolher o consumo X 
de menor custo na geração da produção desejada U ; 
0 O conjunto de 'produção P(X) é mais adequado para escolher a produção 
U que gera a maior receita com o consumo X ; 
0 'O grato da tecnologia GT é mais adequado para escolher o plano de 
operação viável [ U;X j que otimiza o lucro ( global, marginal ou médio ). 
Cinco subconjuntos da tecnologia produtiva são de especial interesse nos 
estudos de produtividade e eficiência técnica, uma vez que eles permitem o estudo 
de Fronteiras de Eficiência Técnica11. Tais subconjuntos são12: 
11 Färe, Grosskopf e Lovell (1994) é referência completa para os estudos de Fronteiras de Eficiência 
Técnica. 
12 Considere os vetores A = [an] e B = [ bn] de mesma dimensão. A = B indica que an = bn , para 
todo n. A > B indica que an > bn para todo n. A š B indica que an 2 bn, para todo n. A 2 B indica 
queAš B,masqueA¢B.
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ø A isoquanta da produção U, designada por IsoqL(U) e definida por 
IsoqL(U) = {X | Xe L(U); 9Xø L(U), O<6<1} V Ue SKY. 
0 A isoquanta do consumo X, designada por IsoqP(X) e definida por: 
IsoqP(X) = {U | Ue P(X); ‹j>Ue P(X), ¢>1} V Xe âif. 
ø O conjunto de eficiência da produção U, designado por EffL(U) e definido 
por 
EffL(U)={X|XeL(U);YézL(U),0SYsX} VUe&R,'Í'. 
ø O conjunto de eficiência do consumo X, designado por EffP(X) e definido 
por 
EffP(X)= {U||UeP(X);VeP(X),V2U} VXeSKÇ'. 
0 O conjunto de eficiência do grafo da tecnologia GT, designado por EffGT e 
definido por 
Effcr = {[u;×1 | [u;x]e GT; [v;Y]¢ GT, o iv; x, v ¿ u; [v;Y1¢[u;×1}. 
A isoquanta IsoqL(U) também é chamada de fronteira de eficiência Debreu- 
Farrell da produção U. A isoquanta IsoqP(X), de fronteira de eficiência Debreu- 
Farrell do consumo X. O conjunto de eficiência EffL(U), de fronteira de eficiência da 
produção U. O conjunto de eficiência EffP(X), de fronteira de eficiência do consumo 
X. E o conjunto de eficiência EffGT, de fronteira de eficiência Pareto-Koopmans. 
Não é qualquer conjunto de vetores [ U;X ] e EKÍ*""que pode representar uma 
tecnologia produtiva. Para tal, devem ser satisfeitos certos axiomas de natureza 
econômica; Shephard (1953), Varian (1992) e Färe, Grosskopf e Lovell (1994) 
discutem detalhadamente tais axiomas. Cinco axiomas e quatro propriedades são
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comumente assumidos na maioria dos estudos sobre produtividade e eficiência 
produtiva. - 




que modela a inatividade operacional, pois permite ao produtor utilizar seus insumos 
e nao gerar qualquer quantidade de produto. 
A.2) GT é limitado V X e SRÍ 
que modela a escassez econômica, pois não permite ao produtor gerar quantidades 
infinitas de produtos consumindo quantidades finitas de insumos. 
A.3) [u;51eGT=›u=5 . 
que modela a necessidade de algum insumo ser consumido em quantidade positiva 
para viabilizar a geração de qualquer produto em quantidade positiva. 
A.4) P(X)'é limitado e fechado superiormente V X e SKÍ 
que assegura a existência da isoquanta do consumo X e, portanto, da fronteira de 
eficiência Debreu-Farrell do consumo X. 
l 
A.5) L(U) é limitadoefechado inferiormente V Ue SKY 
que assegura a existência da isoquanta da produção U e, portanto, da fronteira de 
eficiência Debreu-Farrell da produção U. 
As propriedades da tecnologia são: 
PT.1) [u;x1eeTeoévsu=›[v;x1êeT 
que modela o descarte livre de produtos, pois assegura ao produtor que executou o 
plano de operação [U; X] gerar com X qualquer produção inferior a U. 
PT.2› [u;x1eGTe Yzx=›[u;Y]@eT 
que modela o descarte livre de insumos, pois assegura ao produtor que executou o 
plano de operação [ U;X ] produzir U com qualquer consumo maior que X.
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PT.3) ÀGT=GT V À > O 
que modela retornos de escala constantes, pois assegura a viabilidade de aumentar 
(diminuir) equiproporcionalmente as quantidades produzidas desde que também 
sejam aumentadas (diminuídas) equiproporcionalmente as quantidades de insumos 
consumidas. 
PT.4) [U;X]e[V;Y]e GT=7»[U;X]+(1-?v)[V;Y]e GT VOSÀS1 
que modela a convexidade da produçao, permitindo que o produtor combine 
operações produtivas viáveis. 
Axiomas e propriedades alternativos e complementares podem ser assumidos 
na construção de modelos matemáticos da tecnologia produtiva, de modo que os 
modelos criados sejam mais próximos das tecnologias produtivas reais. Färe, 
Grosskopf e Lovell (1994) abordam tais axiomas e propriedades. Dentre esses 
destacam-se os seguintes: 
A.6) GT é um conjunto compacto 
que garante a existência do conjunto de eficiência da tecnologia produtiva EffGT e, 
portanto, assegura a existência da fronteira de eficiência Pareto-Koopmans. 
Pri» jmxjecrexzuzjumxjecr 
que modela o descarte fraco de insumos ao garantir ao executor do plano de 
operação [ U;X ], que aumentos (equiproporcionais) do consumo X não inviabilizam 
a geração de uma produção U. 
Ptzm [mx1êGTeo<Àâ1=[Àmx1eeT 
que modela o descarte fraco de produtos ao garantir ao executor do plano de 
operação [ U;X ], que toda redução (equiproporcional) da produção U é viável com o 
consumo X. ` 
PT.3.a) ÃGT g GT para todo O < Ã S 1 
que modela retorno de escala não-crescente, pois assegura a viabilidade de 
contrações de planos de operação viáveis.
fD|u||ulc'ucl_ Lllllvcisllällä 
_' 
“5 ,LL + ' z< 
f mas É 0 3 
H 
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PT.3.b) õGT <; GT para todo õ 2 1 
que modela retorno de escala não-decrescente, pois assegura a viabilidade de 
expansões de planos de operação viáveis. 
PT.3.c) - 
7»GTg GT para O < Ãos X51 e õGT; GT para 13 õ S õo com õo > 1 e finito 
que modela retorno de escala variável, mais precisamente, retorno não-decrescente, 
em uma parte da tecnologia, e de retorno não-crescente, em outra parte. 
3.1 Tecnologia Empírica Linear por Partes 
Sejam J planos de operação obsen/ados [ U¡;X¡ ] pertencentes a uma mesma 
tecnologia produtiva, com: 
U'=[ u¡m]e SKY e X'=[x¡n]e V j = 1,2,...,J; 
zum, > o V m =1,2,...,|v|; 
zxm > O V n=1,2,...,N; 
2u¡m >O e 2x¡n >0 V j=1,2,...,.J. 
Seja a matriz U={U¡ }= {u¡m} de dimensão JxM e a matriz X={X¡ } = {x¡,,} de 
dimensão JxN. Nesse sentido, o conjunto 
'-à 
GTE={[U;X]|XšZX; UÉZU, Z.1=1, Ze9Íi} 
é uma tecnologia empírica que modela a tecnologia produtiva que gerou os J planos 
de operação observados [ U1; Xl ], quando assumidas as propriedades de retorno de 
escala variável, de descarte forte de insumos e de descarte forte de produtos. Anote- 
se, para uso futuro, que GTE pode ser representado alternativamente pelas 
formulações matemáticas abaixo:
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cTE={[u;x1|zX+s=x;u+T=zU;z.Y=1,ze9‹1se9t§';Te9t§^;}; 
PE(x°) {u|zX<x°;u<zU;z.T 1,z@§›t~'} vx° 9:”- 
PE(x°›= {u|zX+s=x°;u+T =zU;z.T=1, ze s›t;';se 9t¶;Te 5K§^} v x° 6 swf; 
|_E(u°)={x|zU¿u°;zX§x;z.T=1,ze9t1} i vu°e9t'f; 
|_E(u°) = {x | zU-T= u°;zX +8 =X; z.T=1, ze 9t1;se 9153; Te 9t1^}v u° E 911% 
Nesse contexto, 
|s‹›qPE(x°) = {u | ue P(x°); ¢uz PE(x°), ¢ >1} , v x° e 913' 
|so¿¡|_E(u°) z {x| xe |_(u°); axé |.E(u°), o < e <1}, v u° G st? 
EffPE(x°) = {u | ue P(x°›; v e PE(x°), v z u }, V x° 6 9:1' 
Effl_E(u°) = {x|x@ |_(u°); Ya |_E(u°), o 5 Y S x}, v u° E 91? 
EffcTE={[u;x1|[v;Y1z GTE, v¿u, ogvš x; [v;Y1 ¢[u;x1} 
Färe, Grosskopf e Lovell (1994) provam a existência dos cinco conjuntos 
descritos acima. Assim sendo, o plano de operação observado [ U°;X° ] é dito 
empiricamente eficiente:
H 
o na produção de U° sequndo Debreu-Farrell, quando U° e IsoqPE(X°), isto 
~ O 0 é, quando nao existir ¢ > 1 tal que <pU e IsoqPE(X ); 
o no consumo de X° sequndo Debreu-Farrell, quando X°e IsoqLE(U°), isto 
é, quando não existir O < 9 < 1 tai que 9X° e IsoqLE(U°); 
ø na produção de U°, quando U° e EffPE(X°), isto é, quando não existir 
U š U°, Ufi¢ U° tai que Ue PE(X°);
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0 no consumo de X°, quando X°e EffLE(U°), isto é, quando não existir 
OSXšX°,X¢X°taI que Xe LE(U°); 
ø segundo Pareto-Koopmans,quando [ U°; X°] e _EffGTE, isto é, quando não 
existir [U;X]e GTE tal que [U;X] ¢ [ U°;X°] U; U°, X; X°. 
Färe, Grosskopf e Lovell (1994) descrevem outros tipos de tecnologias 
empíricas lineares por partes, por exemplo: 
0 GTE.={[U;X]|X¿ZX;UšZU,Ze9ij} 
que corresponde a uma tecnologia empírica linear por partes que exibe retorno 
constante de escala e descarte forte de insumos e produtos. 
- GTEZ={[u;x1|x¿zx;u¿zu,z.Yé1,ze sR1} 
que corresponde a uma tecnologia empírica linear por partes que exibe retorno não- 
crescente de escala e descarte forte de insumos e produtos. 
- GTE -{[u;x1|x>zx;u<zu,z.T>1,zeati} _ 3 _- : = _ 
que corresponde a uma tecnologia empírica linear por partes que exibe retorno não- 
decrescente de escala e descarte forte de insumos e produtos. 
Essas três tecnologias não são apresentadas com mais detalhes nesta 
dissertação, uma vez que o estudo de medidas completas de eficiência técnica não 
depende do tipo de tecnologia empírica linear por partes empregada e que a 
ilustração foi concretizada com uma tecnologia de retornos variáveis e descarte forte 
de insumos e produtos.
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4 MEDIDAS DE EFICIÊNCIA TÉCNICA 
Este capítulo descreve dois grupos de medidas não-paramétricas de 
eficiência técnica: as medidas radiais e as medidas não-radiais mais tradicionais. Na 
primeira seção são tratadas as medida radiais Debreu-Farrell e as medidas CCR e 
BCC, em suas versões Seminal e Básica. Na segunda, as medidas não-radiais 
Aditiva e Russell. 
De acordo com a literatura pesquisada, uma medida de eficiência técnica bem 
definida deve atender, do ponto de vista teórico, a sete propriedades e, do ponto de 








ser função escalar, de modo a permitir comparar planos de operação 
observados;
I 
Indicar como eficiente os planos de operação que satisfaçam ao 
conceito Pareto-Koopmans de eficiência; V 
resultar um escore cuja interpretação seja compatível com os 
resultados das demais medidas deeficiência; ` 
ser invariante no emprego de diferentes unidades de medida dos 
insumos e produtos considerados na avaliação; 
ser fortemente monotônica nos insumos e nos produtos. De acordo 
com Cooper e Pastor (1995), essa propriedade é de difícil atendimento 
teórico e prático e por isso, alguns autores consideram satisfatório 
exigir apenas monotonicidade fraca; 
ser homogênea de grau -1 para insumo e de grau +1 para produtos; 
Ser invariante na translação de modo que a uma medida possa 
manipular quantidades positivas ou negativas de produtos e insumos e 
ser aplicada em avaliação de planos de operação que têm como 
produtos, variáveis que podem assumir valores negativos como 
“perdas” ou “lucros”.
,
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Os critérios sao: 
C.1) ser calculada com o emprego de algoritmos matemáticos e 
computacionais de conhecimento e uso difundido no meio empresarial; e, 
C.2) ser de fácil interpretação gerencial. 
O atendimento simultâneo dessas propriedades e critérios é muito dificil. Por 
essa razão, quase toda medida existente deixa de atender a algum desses 
requisitos. Em geral, a propriedade de avaliação segundo o conceito de eficiência 
Pareto-Koopmans tem se mostrado antagônica aos dois critérios operacionais. 
4.1 Medidas Radiais de Eficiência Técnica 
As medidas radiais de eficiência técnica do plano de operação observado 
[U°;X°] fornecem a contração (expansão) equiproporcional máxima do consumo 
(produção) que o produtor pode realizar, mantendo inalterada a produção 
(consumo). Propostas inicialmente por Debreu (1951) e Farrell (1957), essas 
medidas receberam maior atenção a partir de 1978 quando estudiosos da área de 
pesquisa operacional desenvolveram um problema de programação linear que 
permite o cálculo da eficiência técnica para tecnologias com múltiplos produtos e 
múltiplos insumos, mesmo quando os preços não estão disponíveis ou não são 
confiáveis. 
Dado o plano de operação observado [ U°;X° ], a medida de eficiência técnica 
orientada para o consumo EC fornece a contração equiproporcional máxima possível 




Essa medida projeta radialmente o vetor X° em IsoqL(U°), isto é, na fronteira 
da eficiência Debreu-Farrell da produção U°. Como nenhuma redução 
equiproporcional adicional de todos os insumos é possível, então o plano de
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operação [U°;E¢(U°;X°).X°] é empiricamente eficiente na produção U° segundo 
Debreu-Farrell. Por essa razão, essa medida é chamada medida Debreu-Farrell de 
eficiência no consumo. 
De acordo com Kumbhakar e Lovell (2000), EC ( U°; X° ) satisfaz às seguintes 
propriedades: EC(U°;X°)s1; EC(U°;X°)=1<=> Xe IsoqL(U°); E (U°;X°) é 
`
C 
não-crescente em X°; EC(U°;X° ) é invariante com relação às unidades de medida 
adotadas para U° e X°; e, EC_(U°;X° ) é homogênea de grau -1 em X°. 
~ O plano [U°;X°] é considerado Debreu-Farrell eficiente quando EC(U°;X°) = 1 
visto que qualquer contração do consumo X° inviabiliza a produção de U°, enquanto 
que esse plano é ineficiente quando E¢(U°;X°) < 1, pois a produção U° pode ser 
gerada com E¢(U°;X°).X° que é menor que o consumo X°. Essa medida é de fácil 
interpretação no meio gerencial pois E¢(U°;X°) corresponde à máxima contração que 
se pode dar ao consumo X° sem inviabilizar a produção U°. Todavia, essa medida 
não indica a eficiência segundo o conceito Pareto-Koopmans. 
Por outro lado, E¢(U°;X°) é um problema de otimização com função objetivo 
linear 6X° definido em L(U°). Por conseguinte, há vários algoritmos computacionais 
de ampla difusão no meio empresarial para resolver (4.1), dependendo das 
características de L(U°). Em particular, quando L(U°) representa uma das 
tecnologias lineares por partes citadas no capítulo anterior, (4.1) pode ser resolvido 
empregando-se o Simplex. _ 
0 
De forma similar, a medida de eficiência técnica orientada para a produção Ep 
mede a expansão equiproporcional máxima que a produção U° pode ter com o 
mesmo consumo X°. Assim sendo: 
EP(U°;X°) = max {¢ | ¢U° e P(X°)} (4.2) 
Essa medida projeta radialmente o vetor U° na lsoqP(X°), isto é, na fronteira 
de eficiência Debreu-Farrell do consumo. Como nenhuma expansão 
equiproporcional adicional de todos os produtos é possível, então o plano de 
operação [Ep(U°;X°).U°;X°] é empiricamente eficiente no consumo X° segundo 
Debreu-Farrell. Por essa razão, essa medida é chamada medida radial Debreu- 
Farrell de eficiência na produção.
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A medida Ep (U°; X°) satisfaz às seguintes propriedades: EF,(U°;X° ) 21; 
Ep(U°;X°)=1<=>U° e lsoqP(X°); EF,(U°;X°) é não-decrescente em U°; 
E,,(U°;X° ) é invariante com relação às unidades de medida adotadas para U° e X°; 
e, Ep(U°;X°) é homogênea de grau +1 em U°. 
O plano [U°;X°] é considerado eficiente quando Ep(U°;X°) = 1 tendo em vista 
não ser viável expandir a produção U° com o consumo X°, e ineficiente quando 
Ep(U°;X°) > 1, pois o consumo X° permite que a produção Ep(U°;X°).U° seja gerada. 
Apesar da medida Debreu-Farrell de eficiência na produção ser de fácil 
interpretação no meio gerencial, pois ela indica a máxima expansão que se pode dar 
à produção U° sem alterar o consumo X°, ela não indica a eficiência segundo o 
conceito Pareto-Koopmans. Além disso, o algoritmo Simplex resolve o problema de 
otimização (4.2) quando P(X) representa uma das tecnologias lineares por partes 
descritas no capítulo três. 
4.2 A Associaçao entre as Medidas Radiais de Eficiência Técnica e 
a Produtividade dos Planos de Operação Observados 
Charnes, Cooper e Rhodes (1978) introduzem o termo Análise Envoltória de 
Dados (DEA) para denominar uma abordagem nao-paramétrica de avaliaçao da 
eficiência técnica, baseada na idéia seminal de Farrell. Trata-se de uma abordagem 
de programação matemática para a construção de fronteiras de produçao e de 
medidas de eficiência técnica relativa usadas na avaliação de planos de operação 
executados por unidades tomadoras de decisão (DMU)13. 
A medida CCR14 Seminal foi desenvolvida com o objetivo de avaliar eficiência 
técnica de processos produtivos tecnologicamente semelhantes que transformam 
múltiplos insumos em múltiplos produtos, inclusive daqueles executados por 
organizaçoes sem fins lucrativos, como são os programas públicos, para as quais os 
dados de preços de insumos e produtos não estão disponíveis ou não são 
13 Do inglês Decision Making Unit: forma mais abrangente empregada na literatura DEA de se referir a 
qualquer unidade produtiva ou organizacional 
14 
Iniciais de Charnes, Cooper e Rhodes, os autores da publicação que introduziu a medida.
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confiáveis”. Essa medida foi utilizada primeiramente na avaliação do programa 
educacional “Follow Thought”, de apoio a crianças carentes, implantado em escolas 
públicas norte-americanas. 
A importância da abordagem DEA para a pesquisa científica reflete-se no 
grande número de publicações registradas desde 1978. De acordo com Tavares 
(2002), já há mais de 3.000 trabalhos sobre DEA, considerados os livros, capítulos
~ de livros, jornais, dissertaçoes, conferências e artigos, publicados em mais de 40 
países. Durante esse período, DEA foi aplicada na avaliação de diversos tipos de 
sistemas produtivos, tais como: escolas, bancos, hospitais, empresas de transporte 
urbano, restaurantes e prefeituras. ~ 
O pressuposto básico para a aplicação de DEA é a possibilidade de 
comparaçao entre organizações que fazem parte de um mesmo conjunto de 
referência”. Nesse sentido, assume-se que elas alocam os mesmos tipos de 
insumos para gerar os mesmos tipos de produtos. 
, _ 
A eficiência técnica de uma DMU° é calculada pela comparação da 
produtividade do seu plano de operação observado [ U°;X° ] com a produtividade dos 
demais planos de operação [ U';X'] executados pelas demais DMU do conjunto de 
referência. De acordo com Knight, a produtividade do plano de operação [ U°;X° ] 
pode ser medida por: 
0 o o 
PR° =Lzu°"l, ou seja PR° zli (4.3) Evnxon v°X° 
onde u° e v° são os vetores que representam, respectivamente, os preços virtuais 
atribuídos aos produtos de U° e aos insumos de X° pelos gestores da DMU°'7. 
Dados os valores de j.L° e v°, as produtividades das demais DMU 
pertencentes ao conjunto de referência sao: 
15 Essa medida resolve o problema da indisponibilidade dos preços na medida de produtividade 
proposta por Knight. 
16 O conjunto de referência é formado por organizações que produzem sob uma mesma tecnologia e 
que, por esse motivo, podem ter suas produtividades comparadas. 
Os preços virtuais tt e V poderiam ser definidos a priori; no entanto, tal definição geralmente 
provoca erro na avaliação da eficiência de [U°;X°]; DEA evita esses erros pois deriva tais preços a 
partir dos dados obsen/ados.
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0 o 
PR = E-[11 ou seja PR = Htfu (4.4) zvfixn , v X 
O plano de operação [ U°;X° ]18 será considerado eficiente tecnicamente se 
nenhum outro plano de operação viável [U; X] obtiver produtividade maior que PRO. 
A hipótese do comportamento otimizador do gestor da DMU° permite assumir que 
u° e v° deveriam maximizar PFt°. Os preços virtuais relativos u° e v° podem ser 
calculados resolvendo o seguinte problema de maximização: 
max PR° = _--L 
ZVnX0n 




como PR1 51 para todo [ul;xl] ooaawaoo, amâo o valor ótimo da PR° 
também não excederá a unidade. 
O procedimento de Charnes e Cooper (1962) permite transformar (4.5) no 
seguinte problema de programação linear: 
max PiFl° = Eumuom 
sujeito a: Evnxon =1 
. 4.6 -2vnx¡,, + 2umu¡m S O Vj ( ) 
um 20 Vm 
v,,20 Vn 
cuja notação matricial é: 
18 E por conseqüência a DMU°
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max uU° 
sujeito a: í vX° =1 
-VX + HU 5 5 (4.7) 
u â 5 r 
v ga 
na qual X={X¡} e U={U¡}. 
A medida (4.7), conhecida como medida CCR Seminal orientada para o 
consumo, é o dual do seguinte problema de programação linear: 
9 = min 9 
-› 





que é equivalente a calcular 6* = min { 6 | (-)X° - ZX g Õ; ZU g U°; Z g õ}. Ou 
seja, 6* = min { 9 | 9X° e L(U°)} quando L(U°) representa uma tecnologia linear por 
partes construída com os planos de operação observados descritos por U e X e com 
as hipóteses de retorno constante de escala e de descarte forte de insumos e 
produtos. Por conseguinte, 6' corresponde à medida Debreu-Farrell de eficiência no 
consumo em tecnologia produtiva de retorno constante de escala e descarte forte de 
insumos e produtos. 
Na literatura DEA, (4.8) é chamada forma do envelopamento da medida CCR 
Seminal orientada para o consumo, enquanto (4.7) é conhecida como a forma dos 
multiplicadores”. Normalmente, resolve-se a forma do envelopamento devido à 
redução no esforço necessário ao cálculo relacionado ao menor número de 
restrições desse problema, pois em geral, o número de J planos de operação 
observados [U¡;X¡] é maior que o número de insumos e produtos (N+M). 
19 O problema (4.5) é facilmente convertido para uma orientação na produção.
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A abordagem DEA calcula a produtividade PRÍ de cada plano de operação 
observado, aplicando (4.7) ou (4.8) a todos os panos de operação observados. Essa 
abordagem identifica os planos de operação eficientes, que formam a fronteira de 
eficiência empírica, e os planos ineficientes que estão localizados no interior da 
tecnologia produtiva. Além disso, fornece ao gestor da DMU° informações relevantes 
que dão suporte às suas decisões futuras, tais como: o estabelecimento de uma 
medida clara de ineficiência relativa de cada plano de operação obsen/ado2°, 
inclusive do plano [U°;X°] por ele executado; a identificação dos planos observados 
eficientes que podem ser tomados como referência na alocação de recursos da 
DMU°; a determinação de possíveis causas de ineficiência técnica de [U°;X°]; e a 
proposição de ações corretivas que eliminem as ineficiências detectadas nesse 
plano. Em conseqüência, essas informações fazem da abordagem DEA uma 
poderosa ferramenta gerencial, possibilitando ao decisor elaborar ou modificar seus 
planos de ações com o objetivo de melhorar a produtividade de seus processos 
produtivos e tornar sua organização mais competitiva dentro da sua área de 
atuação.
_ 
4.3 Aperfeiçoamento das Medidas Radiais 
O primeiro ajuste feito à medida CCR Seminal está relacionado à excessiva 
flexibilidade das restrições impostas aos preços virtuais pi e v, que permite a eles 
assumirem valor igual a zero. Essa condição é incompatível com o conceito de 
produtividade de Knight, pois os vetores ii e v representam a valoração ou utilidade 
dos produtos e insumos envolvidos no processo produtivo: não é coerente, do ponto 
de vista econômico, que o gestor da DMU° assuma utilidade zero para algum insumo 
ou produto relevante para essa organização. ç 
Nessa direção, Charnes Cooper e Rhodes (1979) apresentam a medida CCR 
-) -) 
Básica ue, ao substituir, em 4.7 as restri ões 2 O, v 2 O , or ll _ _ 
.à ê 
I ~ z 1 n . n 
ii 2 s. 1, v 2 s. 1, a > O, sendo s um numero nao-arquimediano, infinitamente 
2° Uma vez que a análise de eficiência de uma DMU° é feita comparativamente às demais DMUÍ.
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pequeno e positivo, assegura que todos os preços virtuais estimados sejam 
positivos. A medida CCR Básica orientada para o consumo é definida pelo seguinte 
problema de programação linear: . 
max uU° 
sujeito a: vX° =1 
-vX + uu gõ (4.9) 
ugaf 
vga? 
cuja forma do envelopamento é: 
min 9-s(Í›.S+ T.T) 
sujeito a: ZU - T = U° 
j (4.10) 
GXO - ZX - S = .
N V Oi (D V Olz -1 V o¿ 
Oi 
-) -) O resultado da inclusão das restrições u 2 s.1, v 2 e.1 é o surgimento em 
(4.10) dos vetores S = [ s,¬]e ERÊ e T = [ tm]e S)¶¬'Y', que representam, 
respectivamente, eventuais excessos das quantidades disponíveis de insumos e de 
folgas nas quantidades geráveis de produtos. Essas variáveis indicam quantidades 
de insumos não consumidos e produtos que podiam ser gerados depois de atingida 
a eficiência radial. 
O fato de s ser um número não-arquimediano exige que a forma do 
envelopamento seja empregada para calcular a medida CCR Básica orientada para 
o consumo, uma vez que essa forma pode ser resolvida em duas fases. Na primeira, 
obtém-se a medida radial 6", calculada por (4.8), que é empregada, na segunda 
fase, para construir o seguinte problema de programação linear:
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mm (Ts+Tn 




O objetivo da segunda fase é verificar a existência de eventuais excessos de 
insumos S após o consumo ter sido contraído ao mínimo possível ((-)`X°) para gerar 
U°, e de eventuais folgas T na produção, haja vista que com ((-)*X°) é possível gerar 
nó mínimo U°. ~ 
Dessa forma, enquanto a primeira fase fornece uma medida radial de 
eficiência técnica, a segunda fase fornece uma medida não-radial de eficiência após 
a contração máxima de o consumo ter sido realizada. 
De acordo com a medida CCR Básica orientada para o consumo, o plano de 
operação observado [U°;X°] é considerado eficiente somente se não for possível 
contrair o consumo (9` = 1) e não existir excesso de insumos e folgas de produtos 
(Ts+ÍT=oy 
Embora o procedimento de duas fases possibilite à medida CCR Básica 
avaliar eficiência técnica de acordo com o conceito de eficiência Pareto-Koopmans, 
essa medida não é completa, posto que ela não fornece uma interpretação gerencial 
direta. Em primeiro lugar, a solução ótima (i›.S`+Í›.T') do problema (4.11) 
corresponde à soma de excessos de insumos e folgasde produtos, sendo portanto 
dependente das unidades empregadas para medir as quantidades dos insumos 
consumidos e dos produtos gerados. Em segundo lugar, a soma numérica dessa 
solução ótima com a medida radial 6*, calculada por (4.8) e que é adimensional, 
com vistas a gerar o valor da medida CCR de (4.10), não permite qualquer 
interpretação econômica do número obtido. 
Uma das mais representativas extensões à medida CCR Básica foi proposta 
por Banker, Charnes e Cooper (1984) com a apresentação da medida BCC Básica, 
que é adequada para medir eficiência técnica em tecnologias que exibem retornos 
variáveis de escala e descarte forte de insumos e produtos. Na sua versao orientada 
para o consumo, essa tecnologia empírica é definida por:
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|_E(u)={x|zU¿-u;×¿zX;z.T=1,ze9‹1} v ueinff 
A medida BCC difere da CCR pela condição adicional ZÍ = 1, na forma do 
envelopamento (4.10), gerando, na forma dos multiplicadores (4.9), umavariável 
irrestrita adicional w, que caracteriza a propriedade da fronteira de eficiência ser 
localmente crescente (w*>O), constante (w*=0), ou decrescente (w*<O) na vizinhança 
da solução eficiente [U*;X*] = [Z*U; Z*X]. A medida BCC Básica orientada para o 
consumo é definida pelo seguinte problema de programação linear: 
max uU° + w 







cuja forma do envelopamento é: 
min e-z-z(T.s+ TT) 
sujeito a: ZU - T = U° 




Com a medida BCC é possível decompor a ineficiência técnica avaliada com 
a medida CCR Básica em dois componentes: a ineficiência de escala, associada a 
variações da produtividade decorrentes de mudanças na escala de produção, e a 
ineficiência de gestão, associada à habilidade gerencial da organização (BANKER, 
CHARNES e COOPER, 1984). A medida BCC Básica indica a ineficiência de gestão.
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A ineficiência de escala é a diferença entre o valor da medida BCC e o da medida 
CCR. 
As medidas radiais apresentadas nesta seção não são medidas completas de 
eficiência técnica. Aquelas estritamente radiais são de fácil interpretação no meio 
gerencial, mas não identificam a eficiência Pareto-Koopmans; aquelas\ que 
identificam a eficiência Pareto-Koopmans, são de difícil interpretação no meio 
gerencial. Todavia, elas são muito usadas, na prática, pela facilidade operacional, e 
estudadas na academia, por serem seminais para o desenvolvimento das medidas 
não-radiais. Duas das medidas não-radiais mais tradicionais são tratadas a seguir. 
4.4 Medidas Não-Radiais de Eficiência Técnica 
Desde a formulação do conceito de eficiência por Koopmans (1951), os 
desenvolvimentos teóricos em torno de uma medida de eficiência que atenda 
plenamente a esse conceito têm apontado o quanto as medidas radiais são 
inadequadas e têm estimulado o desenvolvimento de medidas não-radiais. Esta 
seção descreve as medidas não-radiais Aditiva e Russell, que atendem ao conceito 
de eficiência Pareto-Koopmans. 
4.2.1 Medida Aditiva 
Apresentada por Charnes et al (1985), essa medida avalia a eficiência técnica 
do plano de operação observado [U°;X°] somando os excessos de insumos 
consumidos e as folgas de produtos existentes. Essa medida é definida pelo 
seguinte problema de programação linear:
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max (f.S + f.T) 




De acordo com (4.14), um plano de operação é considerado eficiente quando 
-› ` -› 
S = O Ve T= O , ou seja, quando não existe qualquer folga de produto ou excesso de 
insumo para esse plano. 
Essa medida avalia ineficiência técnica de acordo com o conceito Pareto- 
Koopmans. Quando o seu escore de ineficiência é igual a zero, o plano de operação 
[U°;X°] é eficiente, pois não há folga de produto ou excesso de insumo. Quando é 
maior que zero, esse plano é ineficiente, pois é possível reduzir o consumo ou 
aumentar a produção. 
O dual de (4.14) tem a seguinte formulação: 
min vX° - uU° + w 
sujeito az vX - uU + f.w ga 
VÊ5 (4w) 
ri ê 5 
- w irrestrito 
A. medida Aditiva não pode ser considerada uma medida completa porque o 
escore de ineficiência calculado (f.S` + f.T`) não tem imediata interpretação no 
meio gerencial. Além disso, essa medida nao é invariante à mudança das unidades 
de medida dos insumos e dos produtos. 
A Medida de Proporções de ineficiência (MIP), apresentada por Cooper, Park 
e Pastor (1999) e a seguir formulada, merece destaque especial nesta dissertaçao 
haja vista ela ser um aperfeiçoamento da medida Aditiva e básica na formulaçao das 
medidas completasde eficiência técnica.
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MIP(U°;X°)= max 2:T;“n+ 
sujeito a: Êzjxjn + sn = xon V n 
2z¡u¡m -tm =u0,¿ V m (416) 
zz, =1 
i vj 
sn 20 Vn 
tm 20 Vm 
cuja forma do envelopamento é: 
MIP(U°;X°) = min zvnxon - Eumuom + w 
sujeito a: zvnxm - 2pmu¡m + w 2 O V j 
vn 21/xo" V n (4.17) 
um 21/uom V m 
w irrestrito 
Destaque-se que a medida MIP avalia eficiência técnica de acordo com o 
conceito Pareto-Koopmans. De fácil operacionalização computacional, essa medida 
associa-se a uma interpretaçao razoavelmente boa no meio gerencial, pois ela 
reflete a “média” de ineficiência técnica do plano [U°;X°], estimada pela soma das 
proporções de insumos que podem ser economizados e das proporções de produtos 
que podem ser gerados adicionalmente. Todavia, ela apresenta o inconveniente de 
ser aplicada somente a tecnologias que exibem retorno de escala variável e dos 
preços virtuais dependerem dasquantidades de insumos consumidas xon e dos 
produtos gerados uom , portanto função das ineficiências do plano [U°;X°] que está 
sendo avaliado. 
4.2.2 Medida Russell 
A versão original dessa medida, descrita por Färe e Lovell (1978), orienta-se 
para a redução do consumo e aplica-se somente a tecnologias que geram um único
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produto. Em linhas gerais, a medida Russell verifica se as quantidades de todos os 
insumos _consumidos podem ser reduzidas sem prejudicar a produção. Quando 
nenhum insumo pode ter sua quantidade diminuída, então o plano de operação 
observado é eficiente; caso contrário, isto é, quando a quantidade de pelo menos um 
insumo pode ser reduzida, (mantendo inalteradas as quantidades dos demais 
insumos), então o plano de operação obsen/ado é ineficiente. Como essa medida 
somente se aplica a tecnologias que geram um único produto, ela avalia eficiência 
técnica de acordo com o conceito Pareto-Koopmans. “ 
A expressão matemática da medida Russell original corresponde ao seguinte 
problemade otimizaçao: 
RC[u,;x°]=m¡n {e=àzen | [en.×0,,]z |_(u,), ‹-›,;o} (4.1a) 
É óbvia a adequação dessa versão original da medida Russell para aplicação 
em tecnologias que consomem um único insumo. Nesse caso, 
RC[U0;X0] : max = 
I 
[¢m'u0m]e (bmš 
O grande inconveniente da versão original da medida Russell é ela não ser 
aplicada a operações produtivas que empregam múltiplos insumos para gerar 
múltiplos produtos. Färe Grosskopf e Lovell (1985) apresentam a medida Russell 
Grato que elimina esse inconveniente. Essa medida tem a seguinte representação 
matemática: 
F‹G(u°;x°)= min MLN(zen + ÊÃJ 
\-/ n
+ 
sujeito a: zzjxm S Gnxon 
2z¡u¡m ztpmuom iVm 
(420) 
2z¡ 2 O Vj 
q›m 21 V m 
059,51 vn
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A medida Russell Grafo avalia eficiência técnica segundo Pareto-Koopmans. 
Porém, não é uma medida completa, pois, além de não ser de fácil interpretação no 
meio gerencial, ela é de difícil computação dadas as características não-lineares da 
função objetivo. 
Tanassoulis e Dyson (1992), Ruggiero e Bretschneider (1998), e Ruggiero 
(2000) apresentam trabalhos que buscam aperfeiçoar a medida Russell Grafo. 
Todavia, nenhuma das medidas poreles proposta é completa. 
As medidas completas de eficiência técnica que têm surgido na literatura 
buscam resolver os inconvenientes da medida Russell Grafo, da medida Aditiva e da 
MlP. O problema da não-linearidade da medida Russell Grafo é atacado por Pastor, 
Ruiz e Sirvent (1999), com sua Medida Russell Grafo Melhorada, e por Tone (2001), 
com sua Medida Baseada em Folgas (SBM), que é um aperfeiçoamento da Medida 
Russell Grafo Melhorada. Os problemas dos preços virtuais da MlP e da invariância 
na unidade da medida Aditiva são solucionados por Cooper, Park e Pastor (1999) 
com sua Medida Ajustada por Amplitude (RAM). As medidas completas SBM e RAM 
sao seminais na evolução da classe de medidas completas e, por isso, foram 
selecionadas para serem tratadas detalhadamente nesta dissertação.
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5 |v|ED|bAs co|v|P|.ETAs DE E|=|c|ÊNc|A TÉcN|cA 
Este capítulo descreve as medidas de eficiência técnica SBM e RAM, suas 
formulaçoes matemáticas e seus processos computacionais, sob o foco de mostrar 
que elas atendem às duas propriedades e aos dois critérios exigidos de uma medida 
~ ' completa. As propriedades sao: ' 
o apresentar um resultado escalar e compatível com os resultados das 
demais medidas existentes, de modo a ser consistente com os estudos 
sobre medidas de eficiência produtiva desenvolvidos anteriormente; 
ø ser abrangente de modo a atender ao conceito de eficiência Pareto- 
Koopmans;
_ 
Os critérios são: 
o requerer formulações e cálculos matemáticos simples, podendo ser 
calculada com algoritmos e métodos computacionais já disponíveis; e, 
0 permitir fácil interpretação no meiogerencial, não tendo sua aplicação 
restrita a contextos e ambientes específicos. ` 
5.1 Medida Baseada em Folgas (SBM) 
Proposta por Tone (2001), essa medida é um aperfeiçoamento da medida 
Russell Grafo. As diferenças fundamentais entre elas são: a medida SBM pode ser 
interpretada facilmente como o produto das (in)eficiências do consumo e da 
produção; pode ser calculada pelo algoritmo Simplex; e fornece interpretação 
econômica dos multiplicadores obtido pelocálculo do seu problema dual. A medida 
SBM é baseada nos excessos de consumo e nas folgas na produção relativamente 
às quantidades observadas. Para todo plano de operação observado [U°; X° ], tal 
medida é:
_




sujeito a: 2z¡x¡n+ sn = xon V n (51) 
2z¡u¡m -tm =u0m Vm 
zj 2OVj;sn2O Vn;tm 20Vm. 
1'[U°;X°] = min fc = --2%- 
1+ m m 
Do ponto de vista teórico, essa medida requer X > O e U > 0. Porém, do ponto 
de vista prático, essa limitação é contornada com os seguintes artifícios 
computacionais: 
o Vn,com x0n=0 
i) exclua a observação associada na somatória zsn/xon e adeque o 
parâmetro N da média 2(sn/xon)/N de modo que ele corresponda ao 
número de parcelas válidas na somatória. '- 
ii) reescreva a restrição 2z¡xm + sn = xon retirando o termo sn . 
o Vm,com u0m=0 
i) quando limitações fora do controle do produtor impedirem a geração 
desse produto, procede-se de maneira semelhante a acima descrita 
para xon = 0. 
ii) quando uom = O decorre exclusivamente da opção do produtor, deve- 
se manter a parcela relativa a tm na somatória Êtm/uom , e, 
adicionalmente substituir a restrição 2z¡u¡m -tm =u0m = O pela 
restrição 2z¡u¡m -tm =g0m , onde gom =min { u¡m >0}, de modo a 
assegurar a possibilidade do produtor gerar esse produto, se assim 
quiser. '
Capítulo 5 - Medidas Completas de Eficiência Técnica 54 
Pode ser observado que r` atende às duas propriedades exigidas a uma 
medida completa. Em primeiro lugar, trata-se de uma função escalar 
monotonicamente decrescente, tanto para os excessos do consumo quanto para as 
folgas da produção e; em segundo lugar, t`(U°;X°)=1, somente quando 
sn =OVn e tn =0Vm, isto é, somente quando [U°;X°] for um plano de 
operação eficiente Pareto-Koopmans. Ademais, 1:' <1 ocorre somente quando 
existir pelo menos um sn ¢ O ou um tnn ¢ O, isto é, quando [U°; X°] não for um 
plano de operaçao eficiente Pareto-Koopmans. 
Por conseguinte, para 1' ser uma medida completa de eficiência técnica é 
necessário que ela atenda aos dois critérios definidos na introdução deste capítulo, 
ou seja, que o valor 1*[U°;X°] possa ser calculado através de algoritmos 
computacionais de uso generalizado e ela seja de fácil interpretação no meio 
gerencial. Quanto a esse último aspecto, observe-se que ~c=pC/pp quando 
pc = 1 -É (2sn/xon) e pp = 1 +à(2tnn/u0,n). Assim sendo, pode-se interpretar: 
pc como um escore de eficiência de [U°; X°] no consumo, uma vez que 
O 5 pc S1 e que pé: 1 se e somente se sn =O Vn, isto é, somente 
quando [U°; X°] é um plano de operação eficiente no consumo. Assim, 
(1 - pè) reflete a maior redução “média” que o consumo pode ter. 
pp como um escore de eficiência de [U°; X°] na produção, uma vez que 
pp 21 e que pp =1 se e somente se tn, =O Vm, isto é, somente 
quando [U°;X°] é um plano de operação eficiente na produção. 
Assim, pp-1 reflete o maior aumento “médio” que a produção pode 
ter. 
1' =pz;/pp é um indicador de eficiência global do plano de operação 
[U°; X°], pois reflete a ineficiência total desse plano como a razão da
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ineficiência de U°;X° no consumo, ex resso or * eaineficiência P pci 
desse plano na produção, expresso por p,`Í_,. . 
Além de identificar as organizações eficientes e ineficientes, a medida SBM 
fornece às organizações ineficientes orientação para identificar planos de operação 
eficientes [ U°*;X°*] com a eliminação dos excessos e folgas existentes, isto é, 
empregando-se xzm = xo"-s; Vn para gerar uzm = uom+t;,, Vn. Caso as 
reduções no consumo s; e expansões na produção tfn não sejam possíveis em uma 
dada situação, podem ser impostos a eles limites como sn 5 sk, para alguns n, e 
tm S tz, para alguns m,. Em conseqüência, a nova medida de eficiência fornecerá 
um escore igual ou maior que 1' calculado com (5.1) 
Tone (2001) _mostra que (5.1) pode ser calculada resolvendo o seguinte 
problema de programação linear: 
Ê*[u°;x°]= min Êz f- zšn/(N.×,,,¬) 
sujeito a: f + zfm/(M.u0m) =1 
f.x0n - .x¡n - sn = O V n (5-2) 
~f.u0m +2Ê¡.u¡m -tm =0Vm 
fzo; 2, zo\-/j;Ím zovm;šn zovn 
O Apêndice detalha as transformações que levam (5.1) a (5.2), bem como 
aquelas que calculam a solução ótima 11', s; , tÇn, 2; de (5.1) a partir da solução 
Ótima f*,Ê*, sn* e tm* de (5.2). Note-se que a solução ótima f*,Íc*, sn* e fm* pode 
ser calculada empregando qualquer pacote computacional que resolva problemas de 
programação linear, a exemplo do LINDO, disponível no site vvvvw.lindo.com, e até 
mesmo do EXCEL, da Microsoft. Portanto, a medida SBM é completa pois ela 
também atende aos dois critérios exigidos. 
Saliente-se que a medida SBM mantém a característica da Análise Envoltória 
de Dados relativamente às variáveis v e ERÍ e ue ERT, da forma dos multiplicadores
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1 
de (5.2), que podem ser interpretadas, para os planos de operação observados, 
como preços virtuais dos insumos e dos produtos, respectivamente. 
5.2 Medida Aiustada por Amplitude (RAM) 
Proposta por Cooper, Park e Pastor (1999), essa medida é baseada nos 
excesso no consumo e folgas na produção e foi construída a partir da medida DEA 
Aditiva. A principal diferença entre essas duas é que a RAM é calculada com base 
na amplitude das quantidades de insumos e produtos, o que torna essa medida 
adimensional. Em conseqüência, a medida é ínvariante a mudanças nas unidades 
de insumos e produtos, o que permite uma interpretação gerencial adequada da 
somatória das folgas de produtos e excessos de insumos. ~ 
Para todo plano de operação observado [U°; X° ], tal medida é: 
r'[u°;X°] = min r z 1- + 2%] 
sujeito a: 2z¡x¡,, + sn = xon V n 
-2z¡u¡m +tm =-uom Vm (53) 
2z¡=1 
z¡20Vj;s,,2O Vn;tm2OVm 
onde R,,=x..-xn, R§,= um-um 
com xn=max¡{x¡n} _x,,=min¡{x¡,,}e 
um=max¡{u¡m} gm=min¡{u¡m} 
Cooper, Park e Pastor (2001) mostram que o fato da medida RAM, definida 
em (5.3), aplicar-se somente a tecnologias que exibem retorno de escala variável 
assegura que as amplitudes R; e R; representam o valor máximo possível de 
excessos de insumos e folgas de produtos, propriedade que garante 
0 s r'[U°;x°] S 1.
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Obsen/e, por outro lado, que o valor (zen/Ft; + ztm/Rg)/(N+M), que avalia 
a ineficiência total do plano de operação [U°;X°], pode ser interpretado como a 
ineficiência média desse plano, considerando a soma de dois componentes, a saber: 
Esn/R' V 
0 O 5 -T" 5 1, que pode ser interpretado como a ineficiência “média” 
no consumo; e 
ztm/R + 0 O S --Nfl S 1, que pode ser interpretado como a ineficiência “média” 
na produção. 
O dual de (5.3)2', que corresponde à forma dos multiplicadores da medida
~ RAM, tem a seguinte formulaçao matemática: ` 
min Xvxon - Êuuom + w° 
sujeito a: 2vx¡n - Êuujm + w° V j 
vn 21/[R;.(N+M)] v n (5.4) 
_ um 21/[R;,.(N+M)] v m 
w° irrestrito
_ 
Por conseguinte, a medida RAM satisfaz às duas propriedades e aos dois 
critérios exigidos de uma medida completa de eficiência técnica. 
Cooper, Park e Pastor (1999) mostram, adicionalmente, que essa medida 
satisfaz às seguintes propriedades:
_ 
0 Os escores de eficiência calculados por (5.3) definem um ranking válido de 
desempenho, uma vez que as ineficiências são medidas em relação às 
amplitudes das quantidades obsen/adas de cada insumo e de cada 
produto. 
0 É possível identificar os planos. de operação observados completamente 
. ineficientes, isto é, para os quais F' = O. 
21 Após (5.3) ter sido transformado em um problema de maximização.
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Com essas últimas observações, completa-se a verificação da medida RAM 
atender às duas propriedades, e aos dois critérios exigidos a uma medida completa 
de eficiência técnica, pois ela é uma medida escalar, baseada nos excessos de 
insumos e folgas de produto, que considera eficiente apenas planos de operação 
obsen/ados que não apresentam excessos de insumos (sn = O V n ) e folgas de 
produtos (ltn = O V m ), isto é, somente quando [U°; X°] for um plano de operação 
eficiente Pareto-Koopmans. Além disso, por se tratar de um problema comum de 
programação linear, I",S` eT` podem ser facilmente calculados empregando 
qualquer pacote computacional que resolva esse tipo de problema, como os já 
citados LINDO, e EXCEL, Ademais, os resultados obtidos podem ser diretamente 
interpretados no meio gerencial, pois fornecem um escore de eficiência “média” 
global do plano de operação avaliado, calculado pela soma das (in)eflciências 
médias observadas na produção e no consumo. 
Como a medida SBM, a medida RAM também mantém a característica da 
Análise Envoltória de Dados relativamente às variáveis v e âíf e ue &`Kff', da forma 
dos multiplicadores de (5.4), que podem ser interpretadas, para os planos de 
operação obsen/ados, como preços virtuais dos insumos e dos produtos, 
respectivamente. 
A medida RAM definida pelo problema de programação linear (5.3) necessita 
ser adequado para ser uma medida aplicada a tecnologias com retornos constantes 
de escala, uma vez que ela é definida para tecnologias com retornos de escala 
variáveis. Para tal, a restrição Z.f=1 -deve ser retirada de (5.3) enquanto que as 
restrições sn S R; V n e tm S R; V m devem ser incluídas.
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6 ILUSTRAÇÃO DAS MEDIDAS SBM E RAM 
Neste capítulo, as duas medidas completas SBM e RAM são ilustradas com 
uma aplicação a um banco de dados de universidades federais brasileiras. 
Emprega-se o banco de dados de Belloni (2000) nessa ilustração. As 
principais fontes de dados usadas por esse pesquisador são a edição de 1994 do 
Boletim de Dados Físicos e Orçamentários das Instituições de Ensino Superior 
Supen/isionadas pelo MEC, publicado pela Secretaria de Ensino Superior (SESU), e 
os resultados dos Exames Nacionais de Cursos de Graduação de 1998, 
disponibilizados pelo Instituto Nacional de Pesquisas Educacionais (INEP). 
Em sua pesquisa, Belloni realizou análise estatística exploratória multivariada 
para identificar os fatores educacionais presentes nos dados disponíveis, suas inter- 
relações e variáveis descritoras. A medida BCC Básica orientada para a produção foi 
empregada para analisar a eficiência técnica de 33 universidades federais brasileiras 
(UFB). O procedimento interativo de Norman e Stokes (1991) foi adotado para 
construir uma fronteira de eficiência na produçao. 
O banco de dados empregado está transcrito na tabela 6.122, na qual a 
vanável 
PROF - corresponde ao número total de professores; 
_ 
FORM ao número total de alunos formados; 
ART ao número total de artigos publicados; e, 
IQG é um indicador de qualidade dahgraduação, construído por 
Belloni (2000). 
O processo de tratamento dos dados descrito acima levou esse pesquisador a 
escolher a função produtividade definida em (6.1), que também é usada nesta 
dissertação, de modo a melhor ilustrar a aplicação das medidas SBM e RAM. 
PR: uF.FORM+u,A.ART+ |.L,.IQG (61) vp. PROF 
onde up, uA , u, e vp são preços virtuais da UFB analisada. 
22 Dado o elevado número de tabelas deste capítulo, todas elas estão transcritas no final deste 
capítulo. .
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As tabelas 6.2 e 6.3 apresentam os resultados obtidos por Belloni (2000) para 
a medida BCC Básica. A primeira delas descreve o indicador de expansão radial ¢` , 
o escore de eficiência 1/q›' e as metas eficientes BCC na produçao PROF*, FORM*, 
ART* E lQG*. Na primeira coluna, estão marcadas com (*) as seis universidades 
eficientes: as de número 1, 16, 17, 21, 23 e 3123. 
A segunda tabela relaciona os preços virtuais BCC eficientes pf., ul, , uf e v; 
da UFB analisada, bem como as respectivas universidades de referência. 
A ilustração 6.1 mostra, esquematicamente, a fronteira de eficiência BCC 
definida por essas seis universidades de referência. 'Belloni (2000) analisa 
detalhadamente as facetas ll, Ill e IV e a aresta 21-23, nas quais projetam-se as 
UFB ineficientes.
1 
ëã ëfšë ¡,~" 16 v I 
21 ,,»'23 .f ax ` V` "` _ " 17` "` `" 
31 
Ilustração 6.1: Fronteira BCC de eficiência 
Fonte: Adaptado de Belloni (2000) 
6.1 Resultados da Medida SBM 
A eficiência técnica avaliada com essa medida é calculada resolvendo o 
problema de programação matemática descrito em (6.2). 
23 A comparação das estatísticas básicas permite verificar que a ineficiência média desse conjunto de 
33 UFB é de aproximadamente 25%. Belloni (2000) apresenta análise detalhada desses resultados.
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Medida SBM original: 
SP
1 
T* = mm ,E = . PROFO = Pc 
1+ 1 tF ÍA + tl PP 
. š {|=o|=z|v|° + ART° loefi) 
sujeito a: 2PROF¡.z¡ + sp = PROF° 
` 
- ÍF = 
2ARTj.zj-1, = ART° 
2lQG¡.z¡ ~ t, = lQG° 
2z¡=1 
z¡20; sP20; tF2O; tA2O;t,2O 
Como detalhado no Apêndice, o problema de otimização (6.2) é transformado, 
segundo o procedimento de Charnes e Cooper (1962), no problema de programação 




sujeitoa:f+-1- ÍF 0+ tAo+ no =1 3 FORM ART IQG 
zPRo|=¡.â, + šp _ Pl=‹oF°.f = o 
zFoR|v|¡.2, - ÊF - |=oR|v|°.f = o . (63) 
zART¡.Ê,- ÊA - ART°.f = o 
zroerâj À. -|Qc°.f zo 
22,-fzo 
â¡20; šP20; ÍFZOÇ ÊA 20;Êl2O 
Os resultados computacionais da aplicação dessa medida aos dados da tabela 
6.1 estão nas tabelas 6.4 a 6.6. As tabelas 6.4 e 6.5 apresentam resultados da 
aplicação da medida “SBM modificada” (6.3). Na primeira, estão o escore de 
eficiência 1* , o parâmetro f*, bem como o excesso e as folgas de ineficiência 
sp *,t *, tA* et *, en uanto ue, na se unda, encontram-se os re os virtuais da F |
_
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eficiência SBM v§ , u,l, uz, e pf e as UFB de referência. A tabela 6.6 apresenta os 
escores de eficiência no consumo pl., e na produção p,`,, os escores de eficiência 
total 'c`, bem como o excesso de insumo e as folgas da produçao reais da medida 
SBM original s;,, t;, tj e t,`, obtidos pela transformaçãozr* = s' = s*/f *, 
fzí*/fz z*=â*/f* 
Note-se, em primeiro lugar, que as universidades 1, 16, 17, 21, 23 e 31 
formam o elenco de universidades eficientes, tanto quando avaliadas com a medida 
SBM, como quando avaliadas com a medida BCC. Tal fato não é surpreendente, 
mas sim óbvio, pois as fronteiras de eficiência dependem somente da tecnologia 
produtiva, sendo, portanto, indiferentes às medidas de eficiência adotadas para 
verificar se algum plano de operação observado é eficiente ou não. 
A ilustração 6.2 mostra a fronteira SBM de eficiência. Observe-se que, 
quando avaliadas com a ,medida SBM, as UFB ineficientes projetam-se somente na 
faceta IV, nas arestas 17-23 e 21-23, e no vértice 23, fato que justifica a variação 
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Ilustração 6.2: Fronteira SBM de eficiência 
A ilustração 6.3, que diz respeito a UFB 2, auxilia a exposição da aplicação da 
medida SBM. Destaque-se que as metas BCC e SBM são eficientes” e, portanto, 
constituem-se em alternativas para essa universidade. Escolher entre uma e outra é 
decisão política do gestor dessa instituição. A meta BCC deve ser adotada quando o 
24 A tabela 6.9 sintetiza as metas eficientes BCC, SBM e RAM.
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produtor quer otimizar a produtividade maximizando a receita virtual por unidade de 
produto virtual, enquanto que a meta SBM deve ser adotada quando o produtor quer 
otimizar a produtividade maximizando o lucro global virtual. 
BCC 
Medidas orientada para a produção SBM 
I dcadores de 1 
*= 0,1999 e f* = 0,2894 
fl I . . “> _* . . 
Ef¡c¡ênc¡a Ep = ‹l> +(1 .S 1 .T)s = 1,66+214e pc =0,5907 pp =3,4553 
Excesso e Excessos e 
Observado folgas” Meta eficiente folgas Meta eficiente 
PROF 970 (0) + (O) 970 300 670 
FORM 754 (499) + (0) 1253 115 869 
ART 55 (36) + (208) 299 332 387 
IQG 27,30 (17,70) + 6 51 32,13 O 59,43 
Ilustração 6.3: Metas BCC e SBM eficientes para a UFB 2. 
Recorde-se que os indicadores E; =1,66+214e e r*= 0,1999 medem 
ineficiências diferentes. Primeiro, note que Ep' = 1,66 +214e informa somente que 
[U°;X°] é um plano Pareto-Koopmans ineficiente; porém, sua interpretação é 
impossível. Quando muito, pode-se dizer que a produção pode crescer 
equiproporcionalmente no máximo 66%, mas não dá a menor idéia do tamanho de 
excessos de consumo e de adicionais de folgas na produção, pois z-: é um número 
não-arquimedidano. Ademais, não se pode inferir conclusões a partir do número 
214, que é a “soma” de quantidades em diferentes unidades. Já o segundo indicador 
1*= 0,1999, dá uma idéia de que a UFB 2 é altamente ineficiente, pois a ineficiência 
conjunta de consumo e da produção ( 1-~c*) é próxima de 80%. Conhecido o valor 
f*=0,2894, pode-se dizer que a ineficiência média da produção ( p;, -1 = 2,4553) 
é alta, pois a produção poderia crescer, em média, 245%. Por sua vez, a ineficiência 
média no consumo (1 - pz, =0,3093) é também alta, pois o consumo médio pode ser 
reduzido em 31%, como mostrado abaixo: “ 
25 O primeiro número corresponde a excesso/folga radial e o segundo a excesso/folga não-radial. Na 
tabela 6.2, as metas eficientes dizem respeito somente à expansão radial da produção, enquanto que 
nesta ilustração a metas incluem expansão radial e não-radial, de modo a possibilitar a comparação 
entre as metas eficientes das medidas completas.
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s' 300 =1-_ -P=1--._-P-_=1-_=o,ô9o7 9° N Ex., 1 PROF2 970 
Eficiência média na produção: 
. 1 t 
' 
1 
1' 1' 1* 
:1 _ l :1 _ F A I pp + M 211", J' 3 [FORM2 + ART2 + |QG2} 
z 1+ 1 ÍlÊ+Ê+--3213 =3,4553 
3 754 55 27,30 
Escore de eficiência SBM: 
1* ziãz ÊÊ)-01 = 0,1999 
pp 3,4553 
6.2 Resultados da Medida RAM 
A eficiência técnica avaliada por essa medida é calculada resolvendo o 
problema de programação linear: 
1¬'[u°;x°]= minrz 1-1 s_'j+Âf+-+i++-“T 
« 4|=z., RF RA R, 
sujeito a: 2PROF¡.z¡ + sp = PROF° 
zFoR|v|¡.z¡ -1F = FoR|v|° 
(ô.4) 
zART¡zj -1A = ART° . 
2lQG¡z¡ - t, = IQG° 
2z¡ =1 
z¡2O;s,,2O;tF2O;tA2O;t,2O. 
Os resultados computacionais da aplicação da medida estão nas tabelas 6.7 
e 6.8. A primeira delas apresenta os escores de eficiência RAM no consumo pé e na
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produção p;,, o escore de eficiência RAM global 1¬', bem como o excesso e as 
folgas de ineficiência s,Í,, tj., tz, e t,`. Na segunda tabela são apresentados os preços 
virtuais da eficiência RAM vf, , ii; , pj, e uf e as UFB de referência. 
Como visto na aplicação das medidas BCC e SBM, também com a medida 
RAM as universidades 1, 16, 17, 21, 23 e 31 formam o elenco de universidades 
eficientes, uma vez que, como já foi dito, as fronteiras de eficiência dependem 
somente da tecnologia produtiva, sendo, portanto, indiferentes às medidas de 
eficiência adotadas para verificar se algum plano de operação observado é eficiente 
ou não. 
A ilustração 6.4 mostra a fronteira RAM de eficiência. Similar à análise da 
fronteira SBM, a fronteira RAM mostra que as UFB ineficientes projetam-se somente 
na faceta IV, nas arestas 17-23 e 21-23, e no vértice 23. Nesse caso, observa-se 
que são iguais os preços virtuais dos insumos e produtos do conjunto de UFB 







I Í øzl' ,I 
H 
'16 f aa øø I -',fl
I\ \ \ 21 I /,I 23 ífl” Ê" ni " V 
17





Ilustração 6.4: Fronteira RAM de eficiência. 
A ilustração 6.5 auxilia a exposição da aplicação da medida RAM para a UFB 
2, em relaçäo aos resultados eficientes obtidos pela medida BCC. As metas BCC e 
RAM são eficientes, e, portanto, são alternativas para essa universidade. As metas 
BCC devem ser adotadas quando o produtor quer otimizar a produtividade 
maximizando a receita virtual por unidade de produto virtual, enquanto as metas
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RAM devem ser adotadas quando o produtor quer aumentar sua produtividade ao 
otimizar o seu lucro virtual, como expresso na forma dos multiplicadores (5.4)26. 
BCC 
Medidas orientado para a produção RAM 
,ndicadores de E; = ¢'+(T.s1ÍT)e= 1,ôô+214e a 
1"= °¿6920 
Eficiência Pc = 1 PP = 05893 
Excesso e Excesso e 
Observado folgas Meta eficiente folgas Meta eficiente 
PRoF 97o (0) + (0) 97o o 97o 
FoRM 754 (499) + (o) 1253 427 1131 
ART 55 (36) + (203) 299 421 473 
IQG 27,30 (17,70) + 6 51 33,07 60,37 
Ilustração 6.5: Metas BCC e RAM eficientes para a UFB 2. 
os indicadores EP* = 1,65 +214e e r'= o,ô92o medem inefieiêneiee 
diferentes. Como já foi visto Ep' = 1,66 +214s pouco informa sobre a ineficiência de 
[U°;X°]. Já o segundo indicador, l¬`= 0,6920, dá uma idéia de que a UFB 2 é 
moderadamente ineficiente, pois a soma das ineficiências do consumo e da 
produção, que dá a ineficiência global ( 1-1¬`), é de aproximadamente 30%. A 
ineficiência média da produção (p,`,+1=0,4107) indica que essa universidade 
poderia ter a sua produção aumentada, em média, 41%, o que representa toda a 
ineficiência dessa universidade, pois não existe ineficiência no consumo (1 - pé =0 ). 
O cálculo das ineficiências segundo a RAM é demonstrado abaixo: 
Eficiência média no consumo: 
. 1 e' 1 s' o =1-- -'°- =1- -.~i =1--=1 9° ÍNXR; ) £1 Rg) 3031 
Eficiência média na produção: 
. 1 1;, 1 1; 1), t,' 1 427 421 33,07 p,,=1- -2- =1- - _++_++_+ =1- _ _-_+1+zM um 3 RF R, R, 3 3465 1196 43,59 
= 1 -0,4107 = 0,5893. 
26 Tanto RAM quanto SBM buscam maximizar o lucro global virtual; todavia, elas assumem diferentes 
relações entre os preços virtuais.
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Escore de eficiência RAM: 
r' = ¡\I_¿1_¶[(p¿.N)+(p;,.|\/|)1=%[(1.1)+(o,5s9s.3)1 =o,ô92o
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coNsuMo PnoDuçÃo 













































































































































Média 1 335,97 
desvio padrão 795,64 
Mínimo 343 
1° quartil 709 
Mediana 1127 



























Tabela 6.1: Dados de 33 Universidades Federais Brasileiras. 
Fonte: Adaptado de Belloni (2000)
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Escape DE 
UFB
ú 1 . PROF* 
INDICADOR EFICIENCIA METAS EFICIENTES 

















































































































































































































































































Tabela 6.2 : Escores BCC de eficiência. Metas eficientes BCC. 
Fonte: Belloni (2000)
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16 * 42,74 
17 * 1,94 
18 2,71 
19 2,71 
20 1 ,94 
21 * 2,71 
22 2,71 








































































1, 16, 23 
1, 16, 23 
17, 23, 31 
1723,31 
1, 16, 23 
17, 23, 31 
16, 17, 23 















17, 23, 31 
17, 23, 31 
17, 23, 31 
1, 16, 23 
17, 23,31 
21,23 
1, 16, 23 
1, 16, 23 
17, 23, 31 
1, 16, 23 
1, 16, 23 
Tabela 6.3 : Preços virtuais BCC. UFB de referência. 
Fonte: Belloni (2000)
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Esco|=:E 
I 




















13 * 1 




21 ›»‹ 1 
22 0,7094 
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Tabela 6.4 : Escore e parâmetro “SBM Modificada” 
Modificada”. 
Excesso e folgas “SBM
Capítulo 6 - Ilustração das medidas SBM e RAM 72 
UFB °°NsU'V[°# _PR°°UÇ,^°# 
* UFB DE nEFERENc|A 

























16 * 2013 




21 * 5418 
22 2381 















































































































































Tabela 6.5 : Preços virtuais “SBM Modificada”. UFB de referência. 
* Mumpiicados Por1o6
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Escones DE E|=|c|ÊNc|A EXCESSO E FOLGAS 
UFB 
4. a 














13 - 0,3496 
14 0,1206 
15 0,2321 
16 * 1 




21 * 1 
22 0,7094 















































































































































































































Desvio padrão 0,18 
Mínimo 
1° quanil 0,76 
Mediana 0,94 













































Tabela 6.6 : Escores de eficiência SBM. Excesso e folgas SBM.
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ESCORES DE EFICIÊNCIA EXCESSO E FO LGAS 
UFB r' PL pp 
1. 
























21 * 1 
22 0,9595 







30 ~ 0,7826 


















































































































































Desvio padrão 0,12 
Mínimo 0,54 
1° quartil 0,78 
Mediana 0,87 




































Tabela 6.7 : Escores RAM. Excesso e folgas RAM.
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7 13 209 
14 155 
15 155 
16 * 2420 




21 * 825 
22 825 















































































































































Tabela 6.8 : Preços vifluais RAM. UFB de referência 
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7 coNsiDEi=iAçõEs i=iNAis E REcoiviENDAçõEs 
Pôde-se verificar, ao longo da pesquisa bibliográfica, que a evolução das 
medidas de eficiência produtiva sempre esteve relacionada aos níveis de 
desenvolvimento tecnológico do sistema produtivo, às ferramentas matemáticas 
disponíveis, às necessidades dos tomadores de decisão e, principalmente, à 
interpretabilidade dessas medidas no meio gerencial, 
Cabe destacar que, nessa evolução, a medida seminal 
_ _. . , . . produtividade obsen/ada eficiencia tecnica relativa = . 
_ _ _ , maior produtividade obsen/ada 
onde, 
quantidade do (único) produto relevante produtividade = 
_ _ _ _ , quantidade do (unico) insumo relevante 
que foi desenvolvida para os sistemas produtivos existentes nos primórdios dos 
estudos sobre produtividade e eficiência produtiva, é claramente uma medida de 
eficiência completa, pois ela: ` ` 
0 é escalar; 
o mede eficiência Pareto-Koopmans; 
ø utiliza algoritmos computacionais já existentes (o processo de divisão), 
0 é de fácil interpretação gerencial; 
Os sistemas produtivos atuais são bem mais complexos, pois empregam 
múltiplos insumos relevantes para gerar múltiplos produtos relevantes. Além disso, 
são comuns situações em que não são conhecidos os preços de mercado de todos 
esses insumos e produtos, nem sequer conhecida a valoração relativa que indica o 
produtor ser indiferente a usar um insumo ou outro, bem como a gerar um produto 
ou outro. 
O desenvolvimento dos computadores eletrônicos em meados do século XX e 
a conseqüente evolução das técnicas estatísticas e dos modelos de pesquisa 
operacional viabilizaram o emprego de Análise Envoltória de Dados no estudo da
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produtividade e da eficiência produtiva, já na década de 70. Todavia, os 
instrumentos matemáticos disponíveis nessa época não permitiam a construção de 
medidas completas de eficiência produtiva, que somente começaram a aparecer na 
literatura científica nos últimos anos do século XX. 
Esta dissertação descreve duas medidas completas de eficiência técnica: 
o a medida SBM, baseada no ajustamento dos excesso e das folgas do 
plano de operação observado [ U°;X° ], cuja eficiência técnica busca-se 
verificar relativamente às quantidades de insumos X° e as quantidades de 
. produtos U° obsen/ados, e - 
0 a medida RAM, baseada no ajustamento das folgas do plano de operação 
observado [U°;X°] relativamente às respectivas amplitudes das 
quantidades de insumos e produtos desse plano, que são tomadas como 
referência na verificação da eficiência técnica do plano [ U°; X° ]. 
Em um primeiro passo, mostrou-se que essas duas medidas são completas 
posto que elas atendem aos requisitos exigidos. Sob esse aspecto, merecem 
destaque especial: 
1 a constatação de que, apesar de serem equivalentes para verificar se o plano 
de operação observado [ U°; X° ] é Pareto-Koopmans eficiente, essas duas 
medidas são diferentes e devem ser usadas complementarmente na 
identificação e no estudo das fontes de ineficiência desse plano; pois: - 
0 a SBM expressa a ineficiência total do plano [ U°; X° ] como o produto da 
ineficiência média dc ccncumc x° pcia ineficiência média da prccucâc u°, 
que reflete o desejo da produtividade ser aumentada com o aumento do 
lucro virtual; e 
o a RAM expressa a ineficiência total do plano [ U°; X° ] como a soma da 
ineficiência média do consumo X° com a ineficiência média da produção 
U°, que reflete o desejo da produtividade ser aumentada com o aumento 
do lucro virtual. i 
2 o uso do pacote computacional LINDO e do Excel na aplicação dessas duas 
medidas, que ilustra elas poderem ser calculadas com o emprego de 
algoritmos computacionais já existentes, visto que:
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0 o pacote LINDO está disponível, sem custo, no site wvvw.lindo.com e o 
Excel faz parte do pacote Microsoft Office, de uso geral em computadores 
pessoais, ' 
0 sendo eles de fácil manuseio na resolução de problemas de programação 
linear, uma técnica amplamente conhecida e dominada na comunidade 
científica e profissional da área de Teoria da Produção em geral e de 
Pesquisa Operacional em particular. 
Como ilustrado no capítulo 6, a avaliação da eficiência de um conjunto de 
planos de operação mostra o mesmo elenco de planos eficientes definindo a 
fronteira de eficiência técnica empírica, quer a análise seja realizada com as 
medidas RAM ou SBM, quer seja com a medida de eficiência da produção BCC. 
Percebe-se que a distância estimada de qualquer plano de operação ineficiente a 
essa mesma fronteira mudou com a medida empregada na avaliação: por exemplo, 
e sem perda de generalidade, a ilustração mostra que essas distâncias geram, para 
a universidade ineficiente 2, os seguintes escores de eficiência: 
0 0,6024+214e, com a medida BCC de eficiência da produção; 
0 1' =0,1999, pg = 0,6907 e p;, =3,4553 com a medida SBM; 
0 F' =O,6920, pl., =1 e p,Íl, =O,5893 com a medida RAM, 
que podem ser assim interpretadas: 
0 O valor 0,6920 da RAM indica que a ineficiência total (1 ~l¬`) de 0,3080 é 
devida 0% à ineficiência no consumo excessivo do insumo professor e 
41% à ineficiência na geração insuficiente dos produtos aluno formado, 
artigos publicados e índice de qualidade de graduação, consideradas 
aditivamente; 
0 O valor 0,1999 da SBM indica que a ineficiência total desse plano é devida 
31% à ineficiência no consumo excessivo do insumo professor e 245% à 
ineficiência na geração insuficiente dos produtos aluno formado, artigos 
publicados e índice de qualidade de graduação, consideradas 
multiplicativamente; 
0 O valor 0,6024+214s da medida BCC de eficiência da produção somente 
permite ter uma idéia de que, por ter um indicador de ineficiência de 1,66 = 
(1/0,6024),a produção da universidade avaliada pode ser aumentada
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equiproporcionalmente cerca de 66%, mas não permite saber qual é o 
maior aumento possível em cada produto. 
~ ~ A construçao e aplicaçao de medidas completas de eficiência técnica com o 
emprego de Análise Envoltória de Dados é extremamente recente. Por essa razão, 
seria muito oportuno que a pesquisa realizada na elaboração desta dissertação 





atualização da revisão bibliográfica com vistas à identificaçao de medidas 
completas já existentes, mas não encontradas na literatura estudada, bem 
como de novas medidas completas que foram propostas desde então; 
aplicação das medidas SBM e RAM a outros tipos de tecnologias 
produtivas, como, por exemplo, tecnologias não-convexas; 
criação de uma abordagem para análise conjunta dos resultados obtidos 
com a aplicação dessas duas medidas que forneça ao gestor informações 
mais consolidadas; e » 
Aplicação das medidas SBM e RAM a um banco de dados mais complexo.
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APÊND|cE - ANoTAçöEs sosne A |v|ED|oA sB|v| 
Em sua primeira parte, este apêndice detalha as manipulações matemáticas 
que transformam a medida SBM original em uma medida equivalente (“SBM 
modificada”) expressa como um problema de programação linear, portanto, 
facilmente solucionado com vários pacotes computacionais existentes no mercado. 
Por sua vez, a segunda parte aborda aspectos de dualidade desse problema de 
programação linear, enquanto que a terceira parte apresenta a medida SBM definida 
para tecnologias com retorno de escala variável e descarte forte de insumos e 
produtos, como empregado no capítulo seis. 
1 Forma Primal 
Medida SBM Original: 
r`[U°;X°] = min 1 = -_----í1 
_ 28"/(N'X°") 
1+ Et",/(M.u0m) V 
sujeito a: -2z¡x¡n - sn = -xon V n - (a_1) 
2z¡u¡m - tm = uom V m 
z¡ 20Vj;sn2O Vn;tm 20`v'm. 
Esse problema é sempre viável, pois a solução Z = [z¡] = Y; S = [ sn ] = 6 e 
T= [ tm] =õ satisfaz as restrições. Por conseguinte, O S 1' [U°; X°]s1 , uma vez 
que 0585 X°.Ademais, 1:' [U°;X°]¢O pois U>O e X>0. 
Três passos propostos por Charnes e Cooper (1962) transformam essa 
medida de forma que possa ser calculada facilmente. Tais passos são:
APÊND|cE ss 
', 
O_ O _ _ _ f-zfsn/(N.×,,n) 'C1[U,X]- ITTIHT1- 
sujeito a: - 2f.z¡x¡n - f.s,, = f.x0,, V n (az) 
Zf.z¡u¡m -f.tm =f.u0m Vm 
f>0;z¡ 20`v'j;sn20 Vn;tm20`v'm. 
/\ 
f _ 25,/(N.×,,n) 
f + zím/(M.u,,m) 
1:;[U°;X°] = min 12 = 
sujeito a: ~ 22; x¡,, - sn = - f.x0n V n (a.3) 
A /\ 
2z¡u¡m -tm =f.u0m Vm 
f>o;2,zovj;šnzo vmímzovm. 
onde Ê=f.z¡Vj; sn=f.snVn; tm=f.tmVm ' 
. /\ 
1;[U°;X°] = min 1:3 = f- 23"/(N.x0n) 
sujeito a: f + Em/(M.u0m) =1 
f.X0n~Zâ¡X¡n-gn =Q VH ( 
-f.u0m+2Ê¡u¡m -tm =O Vm 
f>o;2,zo\-/¡;š.,zo vmímzovm. 
a.4) 
Esse problema de programação matemática é sempre viável, pois a solução 
f=1; z=T,; szõ; T zõ âafisfazas restrições. Ademais, o<Êz*[u°;x°1éf*, 
uma vez que, para toda solução viável, 
0 'Ê3[U°;X°]Sf pois Sgõ e X°>õ 
0 *tz [U°; X°] > 0, haja vista que:
APÊNo|cE se 
o f.xo,, - sn = .xjn > O, pois X> 6 e, necessariamente, Z ¢ pois 
caso contrário, Í' = ZU - fU° = -fU° < O, pois U > 6; 
O o<z[f.×,,, - Ê,1fiN.×,,,,)=z[f/N-šnÁN.×,,,)1 = f-zšn/(N.×,) = Êz, [u° ;x°1 
-> 
Note que Z = O não gera solução viável para esse último problema de 
programação matemática, portanto, ÍSO não pode ser solução viável. Por 
conseguinte, f > O para toda solução viável de (a.4). Assim sendo, a restrição f > O 
pode ser substituída por f 2 O, o que torna (a.4) um problema de programação linear 
viável. 
Soluções viáveis são alcançadas com o uso da teoria da dualidade que 
identifica um conjunto de Z Ê O dual do problema de programação matemática 
(a.4) é o seguinte problema de programação linear: 
Â1*[U°;X°] = max Â: š 
sujeito a: §+ Evnxon - zumuom =1 
Êvnxjn + 2umu¡m S O V j (a -5) 
§.(1/M.u0m) - um S O V m 
-vn S.-1/(N.x0n) V n 
Como 2;: 1 + zumuom -2v,,x,,n~ para toda solução viável, então esse dual é 
equivalente ao seguinte problema de maximização: 
Âz*[U°;X°] = max Âz = 1+ Êumuom -Evnxon 
sujeito a: -Eumujm + zvnxjn S O V j 
Zumum, - zvnxm - um(M.u0m) S1 V m 
vn 21/(N.X0n) V FI 
(a.6)
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Observe que (a.6) é um problema de programação linear típico. Como o 
problema primal é viável e limitado, então o dual tem sempre solução ótima. Sejam 
v; e ug, uma solução ótima, para essa soluçãoz' 
o o teorema das folgas complementares determina os valores de 
A /\ /\ 
f*, z; *, tm* e sn* ótimos para o primal; e, 
o para a medida SBM original, 
z;=â,*/f*, f;,=?,..*/f* e ¢,;=šn*/f* 
‹*iu°z×°1=%z*iu°;×°1=A*ziU°;×°1 
2 Forma Dual 
- A forma dual da medida radial CCR orientada para a redução do consumo é: 
ma× zlzmuom 
sujeito a: Evnxjn =1 
-2|.imu¡m + Xvnxjn S O V j (a.7) 
um 2 O V m 
vn 20 V n 
que representa o desejo do produtor de otimizar a produtividade maximizando a 
receita virtual [äumuom] por unidade de custo virtual [ívnxon =1], quando a 
tecnologia exibe retorno de escala constante e descarte forte de insumos e produtos 
[- Zumum, +2v,,x¡,, sO;u.m 20;vn 201. - 
Por outro lado, o dual (a.6) pode ser reescrito como
APÊND|cE as 
Az*[U°;X°]= maxAz = 1+2umu0m -Êvnxofi 
sujeito a: -Êumujm + 2v,,x¡,, S O V j 
(a 8) 
um 2 
(1+2umu¡m - Evnxjn) Vm 
Muom 
vn 21/(N.X0n) V n 
que representa o desejo do produtor de otimizar a produtividade maximizando o 
lucro global virtual [íumuom -Xvnxon] , quando a tecnologia exibe retornos de 
escala constante e descarte forte de insumos e produtos 
[- 2umu¡m + 2v,,X¡n S O; um 2 O; vn 2 0127 e quando há restrição para os preços 
virtuais dos insumos vn 21/(N.×0.¬) e dos produtos 
un 2 + Zumujm _ ZVnXjn)!M'u0m ' 
3 Extensões da Medida SBM 
Tone (2001) mostra que um plano de operação é eficiente na medida radial 
CCR orientada para a redução do-consumo se e somente se .ele também ser 
eficiente na medida SBM. Ademais, esse autor aponta que as extensões tradicionais 
de escala (não-crescente, não-decrescente e variável) e de descarte (forte e fraco, 
de insumo e de produto) podem ser feitas introduzindo as restrições pertinentes na 
medida (a.1), enquanto que as restrições usuais dos preços virtuais (forma dos 
multiplicadores) podem ser feitasintroduzindo as restrições pertinentes na medida 
(a.6). Por exemplo, a medida SBM definida em tecnologia que exibe retornos de 
escala variável e descarte forte de insumos e de produtos, tem as formas abaixo: 
Forma primal 
27 1+ Xumujm -2v,,x¡,, 21 pois 2u,,,u¡m -Evnxjn 2 O para toda solução viável.
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1:`[U°;X°] = min 1: = 
1_ Zsn/(N'X0n) 
1+ Etm/(M.u0m) 
sujeito a: -2z¡x¡n-sn' =-*xon Vn 
(a.9) 




Âz*[U°;X°]= max Âz =1+2pmu0m -Êvnxon + w° 
sujeito a: -zpmujm + Xvnxjn + w° 5 O Vj 
Xpmujm - 2v,,x¡,, + w° - pm(M.u0m) S-1 V m (a-10) 
vn 21/(N.x0n) V n ~ 
w irrestrito 
Claramente, as variáveis duais w°, e v odem ter a mesma Um f. 
interpretação tanto para a medida radial BCC como para a medida SBM definida em 
(a.10)
